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7. More growth models 
 

7.1. The Mankiw‐Romer‐Weil  1992  model 

 

For any variable,   will be written instead of  , whereas  ′ will be written instead of  1 . 

With  1,    designating  human  capital,  and  technological  progress  assumed  labour‐

augmenting, the production function is 

 

. 
 

Notation 

 gross rate of growth of                     gross rate of growth of   

 propensity to accumulate                 propensity to accumulate human	capital 

 rate at which   depreciates                rate at which human capital depreciates 

 

Per capita variables are defined in effective labour units:   ,   , and   . 

 

	. 

 

As in the SS model,  	 1 . After dividing both sides by  , 
 

1 1
 

 

1 1
 

 

1 1 1
	. 

 

By substracting   from both sides, 
 

∆
1

	. 

 

This  equation  coincides with  the  one  from  the  SS model  (with  1   and  1 ).  For 

∆ 0 it must be that  1 	. That is, 
 

1  
 

Solving for  , 

1 ⁄
⁄ 	. 

 

The above equation represents the condition ∆ 0, represented in Fig. 1. 
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Fig. 1. Graphical representation of ∆ 0 

 

At points like   in Fig. 1, investment in   is higher than depreciation of  , so	  increases. 

 

Investment  is higher  than depreciation  at    because,  given  ,  it  is  enough  to  have per  capita 

human capital equal to   for investment to equal depreciacion (that is, for ∆ 0 to hold). 

 

As  , there is a human capital excess creating too much output, which generates too much 

investment (in comparison with the depreciation corresponding to  ). 

 

Similarly,    decreases at points to the right of the curve ∆ 0 (like point   in Fig. 1). 

 

On the other hand, starting with 

 

	 1  

a similar procedure leads to  

 

∆
1

	. 

 

For ∆ 0 it must be that 

 

1  . 

 

Solving for  , the condition representing ∆ 0, represented in Fig. 2, is 

 

1

⁄
⁄ 	. 
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Fig. 2. Graphical representation of ∆ 0 

 

At points like   in Fig. 2, investment in   is smaller than depreciation of  , so	  decreases. 

 

Investment is smaller than depreciation at   because, given  , it is necessary to have capital stock 

per capita equal to   for investment to equal depreciacion (for ∆ 0 to hold). 

 

Since  ,  there  is  a  capital  shortage  creating  an  output  gap  that  generates  insufficient 

investment in   (in comparison with the depreciation corresponding to  ). 

 

Analogously,    increases at points below the curve ∆ 0 (like point   in Fig. 2). 

 

Graphically, the solution of the model is obtained by combining Fig. 1 with Fig. 2; see Fig. 3. The 

dynamics of   and   ensure convergence to the point   in Fig. 3 where both curves intersect. 

  

Fig. 3. Solution of the model: ∆ 	∆ 0 
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7.2. The Harrod  1939 ‐Domar  1946  model 

 

The production function in the Harrod‐Domar  HD  model is 
 

, , , 
 

where  ,  0 are fixed coefficients. If   is the limiting factor (that is,  ), then 

. Hence,  . In this case,  
 

1 1
	. 

 

Define the effective growth rate   (of output per capita) as the one resulting from the equilibrium 

condition  . Therefore, 

∆ 	  

Since  , 

∆ 	  

Dividing by  , 
∆

	  

or  

	  

In sum, 

	 	  

 

Ginve  that  ,  it  follows  that  	. All  in  all,  the  effective  growth  rate   

coincides with the growth rate   ensuring the full employment of capital. 

 

The  growth  rate    that  could  be  considered  socially  optimal  is  the  one  ensuring  the  full 

employment of labour. It can be defined as the growth rate   of effective labour   (assuming 

that  technology  progress  is  labour  augmenting).  Letting    designate  the  population  (labour) 

growth rate and   represent the rate of technological progress, 

 
′

1 1 1 1 1 1 1 1 1  

 

Hence, set  1 . 

 

If  ,  then  the  effective  growth  rate  of  the  economy  is  insufficient  to  ensure  the  full 

employment of labour, so structural unemployment arises. This occurs when 
 

1  

To recap, if 
1
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then the economy generates structural unemployment because of an insufficient saving rate. Even 

if the effective labour remains constant ( 0), the saving rate guaranteeing full employment 

of capital does not ensure the full employment of labour (structural unemployment would occur if 

/ ). 

 

When  / ,  equality between    and    could be obtained by  lowering  / . This  could be 

achieved by increasing  , which amounts to improving the productivity of capital (the output to 

capital ratio  / ). But this approach has a limit, because it has been assumed that   is the limiting 

factor, in the sense that  . 

 

Developed economies can be characterized by the condition    . One explanation for this fact 

is having a small population growth  rate  . An  implication of  this condition  is  that savings are 

excessive or that investment is not enough to meet savings plans. 

 

In non‐developed economies the opposite occurs:    . This is consistent with a small saving 

rate  , which manifests  itself  in  an  imbalance  between  the  population  growth  and  the  rate  at 

capital accumulation. In fact, as    	 , it follows from       that      . Thus,     

implies 

  1  

 

In particular, if the productivity   of labour remains constant, so  0, having     amounts 

to having    . 

 

In  any  case,  in  the  HD model  growth  can  be  permanent, whereas  in  the  SS model  growth  is 

temporary  (it  is  a  by‐product  of  convergence  to  a  steady  state  and,  to  be  sustained, must  be 

exogenously induced). 

 

Specifically, since  , it is plain that   and  . As in the SS model, 
 

∆ . 

Therefore,  
∆

 

 

With population growing at rate  , 
	

1 1
	. 

 

The  main  lesson  of  these  results  is  that  a  sustained  increase  in  output  per  capita  ( 0 

permanently) is possible with a sufficiently high saving rate: 

 

0							 		 

 



7. More growth models  ǀ  2 November 2016  ǀ  6 

That is, sustained growth can be achieved when 

 

	. 

 

The corresponding policy recommendation for prosperity is simple: “save more”. 

 

Define the golden age as the state in which    . This is equivalent to 

 
1

 

 

But there is no mechanism in the model to ensure this equality. First,   is an exogenous decision 

(by  savers,  the  families).  Second,      is  also  exogenous  and  determined  by  an  unmodelled 

demographic dynamics. Third,  the  capital  to  output  ratio    arises  from  the  expectations  of 

investors (assumed to be correct). Finally,   is also a technological exogenous parameter. 

 

The basic conclusions obtained from the model are: 
 

(i) that the economy may be considered unstable  in the sense that there  is no guaranteed 

convergence to an equilibrium (the existence of a stationary state is not ensured); and 
 

(ii) that it is highly unlikely that the effective rate of growth of output is exactly the rate that 

generates the full employment of labour. 

 

The preceding  results  should  be  qualified,  because  they  rely  on  the presumption  that    is  the 

limiting factor. But if  0, then, eventually,   will no longer be the limiting factor. 

 

That    is  the  limiting  factor means  that  ;  equivalently,  / / . Hence,  if   

grows,  the condition  /  expressing  the  fact  that    is  the  limiting  factor will eventually no 

longer hold: at some point in time,  /  will exceed  / . In this case, the model should be solved 

again with production function  . 

 

When  ,   and, if   does not grow,  /  cannot grow. If   is the limiting factor, 

 
1
	 . 

In sum: 
 

(i) with    being the limiting factor, the HD model could account for a (limited) sustained 

growth of output per capita (long‐run growth), whereas the SS model cannot; 
 

(ii) conversely, the HD model fails to account for convergence among economies, which is a 

phenomenon the SS model can explain. 
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7.3. The AK model 

 

It is like the HD (or the SS) model with   always. This model can generate sustained long‐

run growth. In fact, 

 

1 1 . 

 

Hence, if		 1 1	(that is,  ), then   grows forever. 

 

 
 

Fig. 4. Sustained growth in the AK model 

 

Justification of  the AK model:  the accumulation of capital generates,  through  learning by doing, 

technical progress  that prevents  the productivity of  capital  from  falling  (see  the Arrow model). 

Knowledge externalities can also explain sustained long‐run growth. 

 

The AK model fails to account for convergence, as it suggests different growth rates and does not 

distinguish between capital accumulation and technological progress. 

 

The  HD model  suggests  that  the  processes  of  accumulation  and  growth  very  likely  generate 

instability:  the  discrepancy  between  effective  capacity  and  desired  capacity,  between  actual 

growth  and  expectations  by  investors,  leads  to  growth with  persistent  unemployment  (in  the 

model, the constant  /  captures the investors’ expectations). 

 

The SS model claims the opposite: accumulation and growth do not generate instability. Long‐run 

growth  is only sustained with correct expectations and  full employment  is achieved  thanks  to a 

variable capital to output ratio  . 

 

As a summary of the SS, HD, and AK models, the common framework adopted in the three models 

is the following (all three models rely on the conceptual sequence profitability (rate of return on 

capital)    capital accumulation   economic growth). 
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 Equilibrium condition        

 Saving function                    constant saving rate 0 1 

 Gross investment              ∆ 	  

 Net investment                 	 ∆  

 

Inserting the equilibrium condition and the saving  function into net investment, 
 

∆ 	  

or, dividing both sides by  , 
∆

	 	.																																																																											 1  

 

Define the capital to output ratio as 

 

 

and the growh rate of the stock of capital as 

 


	. 

Then  1  can be equivalently expressed as 

 

	 	. 

 

For the stock of capital   to grow it must be that  0; that is,  	 . 

 

Now consider the capital to labour ratio  . Then the growth rate   of   is 

 

 ′ ′
1 	 1 1

1
1

1
1
	. 

 

Accordingly, if population grows at a constant rate  0, 

 

1

	

1
	. 

 

The capital to labour ratio   grows if  0; that is, if 

 

	 0 

or 

	 	. 
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If  technological progress    is  labour augmenting,  labour  is defined as effective  labour  , and 

the capital to (effective) labour ratio   , then the growth rate   of   is 

 

 ′
1 	 1 1

1
1 1

1
1

1 1
	. 

 

In  view  of  this,  if  population  grows  at  a  constant  rate  0  and  technology  progresses  at  a 

constant rate  0,  

1
1 1

	 1

1 1
	. 

 

As a result, 

0								 	 1 	. 

 

The growth models  so  far  considered  (except  the neoclassical growth model,  the  last one  to be 

presented) can be classified according to two basic choices, concerning the saving rate   and the 

capital to output ratio  . 

 

       exogenous	/ endogenous 
 

   exogenous         Solow‐Swan model, Harrod‐Domar model, AK model 
 

   endogenous      overlapping generations model, neoclassical growth model 

 

       constant	/ variable 
 

   constant            Harrod‐Domar model, AK model 
 

   variable            Solow‐Swan model, overlapping generations, neoclassical growth model 

 

 

Exercici 1. Harrod‐Domar. (i) En el model de Harrod‐Domar quan   és el factor limitant, calcula 

la  taxa de  creixement del  capital per  càpita  si  la població  creix a  la  taxa  (neta)  0.  (ii) En  el 

model de Harrod‐Domar quan   és el  factor  limitant  i no creix, calcula  la  taxa de creixement de 

l’estoc de capital. 

 

Exercici 2. Model de Mankiw‐Romer‐Weil. Verifica que l’expressió 

 

1

⁄
⁄  

 

 que representa la condició ∆ 0 és correcta. 
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7.4. The Barro  1990 	model 

 

There is a government that provides a public good, which is interpreted as a positive externality 

for production. The amount of public good expenditure is denoted by  . 

 

 Aggregate production function     , where 0 1 and  0 
 

Population is assumed to grow at rate  0. Dividing both sides by population   yields the per 

capita production function (where  /  and  / ). 

 

 

 

 Per capita production function      

 

The public good is financed by taxes. The tax rate is 0  1. Total disposable income   is then 

1  . 

 

 Aggregate savings function          1  , where 0 1 

 

 Macroeconomic equilibrium         

 

The stock of capital accumulates as in the Solow‐Swan model: 

 

1 1 . 

 

Dividing both sides by  1  and knowing that  1 1 , 

 

1
1
1 1

1
1

	. 

 

Using the macroeconomic equilibrium condition, 

 

1
1 

1
1
1

1 
1

1
1

	. 

 

In   is subtracted from both sides, 

 

1
1 

1
1
1

1
1 

1 1
 

 

or, in a more compact notation: 
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∆
1 

1 1
	. 

 

 Dynamics of capital per capita      	 ∆ 	 	  	 	  

 

Introducing the value of   leads to 

 

	
1 

1
	
1

	. 

 

The government budget  is  assumed  to be  always balanced:  taxes  are  equal  to  the public good 

expenditure. 

 

 Government budget                        

 

Expressed in per capita terms, 	  . That is, 
 

 	.																																																																													 2  

 

If  2  is inserted into the equation describing the dynamics of capital per capita, 

 

		
1 

1
	
1

	
1 

1
 	

1
 

 
1 

1
 	

1
	. 

 

If  1  is inserted into the equation describing output per capital, 

 

   	. 

 

This expression is equivalent to the per capita production function of an AK model, with the only 

difference that the constant   in an AK model now takes the form  of the constant   . 

 

Since   is proportional to  , as in an AK model, it follows that the rate of growth   of   is equal to 

the rate of growth   of  . Accordingly, 

 
1 

1
 	

1
	. 

 

An immediate implication of this equation is that  0 if and only if 

 

1   	  
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that is, if and only if 

 

	
1  

	. 

 

The lesson of this result is that a sufficiently high saving rate   could ensure a sustained growth of 

output  per  capita  ,  in  contrast  to  the  eventual  convergence  of    to  zero  in  the  Solow‐Swan 

model. 

 

An interesting question concerns the value of  that maximizes the rate of growth   of  . But that 

is another story that you can try to tell yourself. 

 

 

Exercici 3. Calcula la derivada parcial de  / 1    respecte de  i interpreta el 

resultat en el context del problema de garantir que  0. 

 

 

7.5. The Frankel  1962 	model 

 

The Frankel model tries to get the best of the Solow‐Swan and the Harrod‐Domar model: the first 

operates at the micro level (to determine allocation) and the second at the macro level (to generate 

growth). 

 

The economy has   firms. Each firm   is endowed with a Cobb‐Douglas technology 

 

 

 

that includes a term   interpreted as a development modifier. The value of   represents the level 

of development of  the economy. This  level embodies a positive externality  for  the production   

made by firm   when the firm makes uses of   units of capital and   units of labour. The term   

captures  the  common  technology  available  to  all  the  firms. From  the  standpoint of  a  firm    is 

treated  as  a  parameter  because,  just  by  itself,  the  firm  is  not  capable  to  alter  the  level  of 

development of the economy. 

 

Let  firm   use  the proportion   of all  the  factors:    and   , where    is  the  total 

stock of capital in the economy and   is the total amount of labour. Therefore, total ouput   is  
 

∑ 	 ∑ ∑  
 

∑   ∑   
 

∑ 	 . 
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 Aggregate production function     , with 0 1,  0 and  0 

 

The development modifier   is assumed to depend on the level of capital per capita, which can be 

viewed as a proxy for development: the higher the amount of capital per worker in an economy, 

the more developed the economy. 

 

 Level of development                  

 

 

Inserting this definition of the modifier into the production function, 

 


  

 

When   1,  the  resulting production  function  is  the one  from  the model:  .  In  this 

case, each firms  is endowed with a Cobb‐Douglas production  function, as  the one  in  the Solow‐

Swan model, but the economy as a whole is endowed with a fixed coeficient function, like the one 

in the Harrod‐Domar model. 

 

The rest of the Frankel model is conventional. For simplicity, let  0. 

 

 Aggregate savings function          , where 0 1 

 

 Macroeconomic equilibrium         

 

 Capital accumulation                   1  or   ∆  

 

Combining the preceding equations, with “ ′ “ designating a variable referring to the next period, 

 

∆ 				 ∆ 				 ∆ 			
′
	

′
′

				
1

	
′
′ 1

	. 

 

In sum, 

1
	

1
1

	. 

Therefore, 

1
	

1
1

	 ∆ 	
1

. 

As a result, 

∆
1

	 	
1

 

and 
∆

1
	 	

1
	. 
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On the other hand, 

 
  








	. 

 

In view of this, 

1
	 	

1 1
 	 	

1
	. 

 

When  0, the first part of the above expression holds in the Solow‐Swan model: 

 

1
	 	

1
	

1
	 	

1
	. 

 

In the latter case, 

 1

 /


0 

 

because  
 /


0 (remember that  /  is a decreasing function). The fact that 


0 means 

that, as   grows, the rate at which   is each time smaller and converges to zero (the steady state). 

 

As distinguished from this result, in the Frankel model, 

 



 1
1

 	. 

 

Only if   1, the dynamics of   is the same as in the Solow‐Swan model, because in this case 



0.  If   1,  then    accumulates  at  a  constant  rate  (not  necessarily  zero).  Finally,  if 

 1, the more capital per capita is accumulaed, the higher the rate at which it accumulates. 

   

Since  , and  ,  , and  are constants,  
 

 	. 

 

Consequently,  0 implies  0. Hence, sustained growth in output per capita is possible, as 

in the Harrod‐Domar model but unlike the Solow‐Swan model. 

 
 

Exercici  4  Model  d’Arrow,  1962 . Troba  la  taxa  de  variació   del  producte  per  càpita  en  el 

model que es diferencia del model de Frankel en el  fet que  la  funció de producció agregada és 

,  on  .  (Intuïció:  la  productivitat  del  treball  s’incrementa mitjançant 

l’experiència en l’ús del capital, learning by doing). 
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7.6. The Romer  1990 	model 

 

There are four inputs. There is labour,  . There is also a set of (physical) capital goods. The amount 

of  capital  good    is  .  The  third  input  is  technology,  which  is  interpreted  as  a  non‐rival 

component in production: when someone makes use of technology everybody else can also make 

use of it. It can be viewed as freely available knowledge. Technology is represented by the number 

  of  capital  goods  available. Lastly,  there  is human  capital,  , which  is  assumed  to  be  a  rival 

component in production. A part   of the human capital   is used to produce the good, whereas 

the rest    is employed to improve technology in the research sector of the economy. 

 

Each capital good  is supposed  to have  the same production cost and  the same productivity. For 

this reason, it is assumed that the same amount Ҟ is produced of each capital good. Therefore, the 

total amount    of capital goods in the economy is  

 

Ҟ. 

 

The model consists of the equations listed next (it is assumed that  0). 

 

 Aggregate production function     Ҟ ,  0 1 and  0 1 

 

 Aggregate savings function          ,  0 1 

 

 Macroeconomic equilibrium         

 

 Capital accumulation                   ∆   

 

 Technological change                   ∆   ,   0 

 

The last equation describes the process of creation of generic (non‐rival) knowledge. It asserts that 

the change in technology depends on the productivity  of researchers, the human capital   spent 

in research activities, and the existing techonology  . 

 

It  is assumed that the human capital  , the human capital used  in production  ,  labour  , and 

the amount Ҟ produced of each capital good remain all constant. In view of this, it follows from 

Ҟ  that the rate of change in output equals the rate of change in technology. 

That is, 

. 

 

The technological change equation  ∆   implies 
∆  	. The final conclusion is 

then 
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 	. 
 
 

Interpretation:  the output growth  rate  is proportional  to both  the human  capital   devoted  to 

research  (to  increase  the  stock of knowledge) and  the productivity  of  researchers  (knowledge 

generated per researcher). 

 

Given that the population has been assumed constant,   : output and output per capita both 

grow at  the  same  rate. As a  result,   : prosperity  can be  sustained by  just  investing  in 

accumulating knowledge. 
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