4. Un model de generacions encavalcades amb produccié endogena
4.1. Elements del model

e Nous elements. El model conté els elements del model de recol-leccié6 amb els segiients canvis.

(i) Per a tot periode t, la quantitat de bé disponible en t pot ser acumulada sense perdua un
periode i ser emprada en el periode t + 1. Els consumidors son els tinics que poden

acumular el bé.

(i)  La dotacio dels consumidors no consisteix en quantitats del bé sin6 en quantitats d'un

factor de produccié que s’anomenara “factor treball” o, simplement, “treball”.

(iii) La quantitat de bé acumulada en el periode t esdevé un factor de producci6 en el

periode t + 1, que s’anomenara “factor capital” o, abreujant, “capital”.
(iv) No hi ha dotacio del bé: tota quantitat existent del bé és fruit d’un procés de produccio.

(v)  Un nou agent, anomenat “empresa”, organitza la produccié del bé a partir dels dos

factors de produccio, capital i treball.

(vi) La producci6 total del bé es representa mitjancant una funcié de produccio, que

estableix la quantitat maxima que es pot obtenir del bé a partir de quantitats donades

dels factors de produccio capital i treball.

(vii) Les empreses obtenen cada factor de produccié en un mercat competitiu del factor. Els

consumidors lloguen el seu treball a les empreses a canvi d"un salari (el preu del treball)
en el mercat de treball i venen el seu capital a les empreses a canvi d'un preu (el preu

del capital).

e Dotacio de treball. Els consumidors tenen com a dotacio treball, no bé. La dotacié vital de treball

d’un membre i de la generacio t és IL = (th (), LL(t + 1)), on Li(t) és la quantitat de treball de que
i disposa de jove en el perfode t i L.(t + 1) la que disposa de gran en t + 1.

e Mercat de treball. Cada periode t hi ha un mercat de treball competitiu on els consumidors

lloguen el seu treball a canvi d"un salari w(t) expressat en unitats del bé per unitat de treball. Els
consumidors només es preocupen del seu consum, no del seu lleure. Per aix0 ofereixen
inelasticament tota la seva dotacié de treball en els dos periodes de vida. La quantitat total de

treball L(t) disponible en el periode t és la suma del treball ofert pels joves i pels grans:

L(t) = Yience LE(®) + Yience—1y Li—1 (1) .

e Creaci6 del capital. Per a tot periode t, el bé existent en t pot ser acumulat del periode t al t + 1.
El bé acumulat en el periode t s’anomena capital en el periode t + 1. En el periode inicial, t = 1, hi
ha una dotacid inicial K(1).
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e Capital com a forma d’estalvi. Tot consumidor jove i en t pot estalviar una part K'(¢t + 1) del
seu salari w(t). K'(t + 1) és el capital que un consumidor gran nascut en el periode t posseeix en
el periode t + 1. El capital acumulat en t es designa amb t + 1 per conveniencia, ates que se’'n fa ts

ent + 1 del capital acumulat en ¢.

e Mercat de capital. Cada periode t hi ha un mercat de capital competitiu on els consumidors

venen el seu capital a canvi d’un preu o(t) expressat en unitats del bé per unitat de capital.

e Depreciaci6 de I'estoc de capital. L’estalvi agregat ey K'(t + 1) en t esdevé I'estoc de capital

K(t + 1) de I'economia en el periode t + 1. Per a tot periode ¢, tot el capital disponible en ¢t es

deprecia (s'empra completament) durant el periode t. Aixo fa que el capital no es pugui tornar a

acumular.

e Funci6 de produccié agregada. Per a tot periode t, les possibilitats de produccio de bé en tota
I'economia en t es representa mitjancant una funcié de produccié agregada. Segons aquesta
funcid, es pot produir bé en el periode t fent servir treball del periode ¢t i capital del periode t (que

és bé del periode anterior ¢ — 1). Una funcio de producci6 agregada pren la forma

Y(8) = G(A@®), K (), L(1)),

on A(t) representa l'estat de la tecnologia en t, L(t) és la quantitat total de treball en t i K(t) és

I'estoc de capital en t. Per a simplificar s’assumira que Y (t) = A(t) - F (K (v), L(t)), per a tot periode
t. En particular, la funcio de produccio agregada tipica sera del tipus Cobb-Douglas, aixo és, amb
0<eap<1],

Y(t) = A(t) - K@)* - L(t)5.

e Rendiments d’escala constants. Una funcid de produccié agregada F presenta rendiments

d’escala constants si, per a tot § > 0,

F(6-K(@®), §-L())=6-F(K(),L®).

e Hipotesis sobre les productivitats marginals La productivitat marginal — 9 Jel factor treball

s’assumeix en general positiva pero decre1xent — > 0iZ:<0. Aquestes propietats signifiquen

aLZ
que unitats addicionals de només treball fan augmentar la produccio pero cada cop menys. La

productivitat marginal — 9% del factor capital també s’assumeix en general positiva i decreixent:

]

—>01—2<0 A més, sassumelxque—F - 0siK - 0 — — 0si K - ooiel mateix pera L.
oK oK oK

e Objectiu de les empreses. Totes les empreses son competitives, disposen de la mateixa

tecnologia productiva i tenen com a objectiu la maximitzacié de beneficis. Les hipotesis de

rendiments constants i empreses identiques impliquen que les empreses empraran factor capital K

i factor treball L en la mateixa proporcid. Aixo significa que totes les empreses poden ser
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considerades copies més grans o més petites d’'una empresa donada i que una funcié de produccio

agregada amb rendiments d’escala constants pot representar la produccié de tota I’economia com

si només hi hagués una empresa.

o Us de la produccié. Donat I'estat de la tecnologia, la produccié total Y(t) en t s’obté del capital
total K(t) i del treball total L(t) en t. Una part de la produccié es consumeix en t i la resta

s’acumula per al periode segiient en forma de capital. Formalment,

DieN(t) ci(®) + DieN(t-1) i1 (t) + Dien(t) Ki(t+1) = A(t) - F(K(t)'L(t))
C)+ K(t+1)=A@®) - F(K(©),L®) .

¢ Preu d’un factor i productivitat del factor. Ates que el mercat de treball és competitiu, es pot

assumir que el salari és igual a la productivitat marginal del treball:
w(t) = OF /OL(t).

Analogament, com que el mercat de capital és competitiu, pot assumir-se que el preu del capital

coincideix amb la productivitat marginal del capital:
o(t) = OF JOK(t).

Quan hi ha rendiments d’escala constants w i ¢ depenen de la quantitat relativa de K i L, no de la

seva quantitat absoluta.
e Un exemple. Sigui Y(t) = A(t) - K(t)* - L(t)'~%. Aleshores:

_av()

w(t) = r(t)

=(1—a)-A(t)-<@> i o(t) = ZZE’3=

L(t) 1-a
L(®) ) '

a-A(t) - <m

Per la unicitat del preu dels factors de produccio, totes les firmes empren K i L en la mateixa

proporcid: emprar més K comporta llogar més L. Ates que tot el treball disponible es lloga (no hi

O L =t-o-

Y(t). De manera similar, a(t) - K(t) = a - Y(t). Tot plegat vol dir que el pagament total al factor

ha atur), la remuneraci6 total d’assalariats és w(t) - L(t) = (1 —a) - A(t) - (

treball és la fraccid 1 — a de la produccio, en tant que el pagament total que rep el factor capital és
la fraccio a. Com a resultat,
w(t) L) +o() -K(t)=Y().

Per consegiient, la produccié generada en 'economia es distribueix per complet entre el factor

treball i el factor treball seguint una proporcié fixa. Aquest resultat és valid per a tota funcid de

producci6 agregada amb rendiments d’escala constant. Una implicaci6 d’aquesta regla de

distribucio6 del producte és que les empreses no obetenen cap benefici: només cobreixen costs.
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4.2. Analisi del model

¢ Analisi dels consumidors. Cada consumidor jove i pretén maximitzar la seva funcié d’utilitat

sotmes a les seves restriccions pressupostaries. De jove, la restriccio pressupostaria d’i és

k() + () + Ki(t + 1) = w(t) - LL(t)
i de gran és
clt+1)=R®) -l +o(t+1)-Ki(t+1)+w(t+1)-Li(t+1).

Combinant les dues restriccions s’obté

ci(0) +% = w() - L) +

w(t+1) Li(t+1)
R(t)

+Ki(t+1)-<a(t+1)—1).

R(t)

e Hipotesi d’arbitratge. Assumint arbitratge entre els mercats de capital i de préstecs, en equilibri,
s’ha de tenir R(t) = o(t + 1): la taxa d’interes bruta a pagar en t + 1 per un préstec obtingut en t
és igual al preu que s’obté en t + 1 per la venda del capital acumulat en t. Una possible justificacid
és que si o(t+ 1) > R(t), llavors tothom voldria manllevar tant bé com sigui possible per a
acumular-lo en forma de capital; aixo no pot succeir en equilibri perque ningt1 no voldria prestar
el bé. D’altra banda, si o(t + 1) < R(t), aleshores ningt1 no voldria tenir capital, de manera que
K(t +1) = 0. Aix0 faria arbitrariament gran la productivitat marginal del capital, fent o(t + 1)

també arbitrariment gran, la qual cosa contradiria la premissa o(t + 1) < R(t).

* Reduccié del problema de decisié dels consumidors al cas de produccio exogena. La igualtat
o(t+1) .
o Y

0. Com a conseqiiencia, el problema de decisié de cada consumidor jove és essencialment igual al

de la rendibilitat d’invertir en un préstec i d’invertir en capital implica que K'(t + 1) (

problema de decisié amb produccié exogena, ates que les restriccions pressupostaries vitals son
analogues en tots dos casos. En concret, les dotacions w{(s) del cas exogen sén ara els ingressos
per salari w(s) - LL(s). L'inica qualificacio és que el salari w(t + 1) corresponent al periode t + 1 és
desconegut en el periode t (el preu o(t + 1) és igualment desconegut en t). Per aquest motiu, per a

que els dos problemes siguin essencialment iguals, cal postular previsié perfecta: els consumidors

anticipen sense error en cada periode t els preus dels factors de produccié del periode t + 1.

¢ Equilibri general. Un equilibri general competitiu (amb dotaci6 inicial de capital K (1), funcié6 de

producci6 agregada F, dotacions de treball i previsi6 perfecta) és una seqiiencia {R(t), 6(t), &(t),

K(t)}ts1 (on {K(t)};»1 descriu la trajectoria d’acumulacid de capital) tal que, per a tot t > 1:

(i) S; (ﬁ (t)) = K(t + 1), on S, és la funcié d’estalvi agregada obtinguda de la maximitzacié de
la funcio d’utilitat de cada jove;

(i) 5(t+1) =R(t); (i) 8() =9F/aK(®); i  (iv) ®(t) = dF/L(D).

e Estacionarietat. Un estat estacionari de I'economia és caracteritzat per la condicié K(t + 1) = K(t).
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4.3. Exemple

e L’economia. Sigui utb = cl(@®) - ci(t+1) i Y(t) = A(t) - K(t)* - L(t)'~%. Llavors, definint L.(s) =
Yien L) 1L(®) = Le(@®) + Le—4 (0),
K(t) L(t)

a 1-a
, w(t)=(1—0()'14(t)'<m> ,U(t)=a'A(t)‘<m> .

g w(t) - L(t) wt+1)-L(t+1)
£ 2 B 2-R(0)

Introduint les tres equacions en la condicié d’equilibri S; = K(t + 1) i aillant K(t + 1), s’obté la
trajectoria d’acumulacio de capital de I'economia.

(1—a)-A() L(D)
7 NOL .

T-a Le+D | KO @
20 L(t+1)

K(it+1)=

1+

¢ Cas 1: poblaci6 i tecnologia constants. Si 4, L i L, es mantenen constants, llavors el terme entre
parentesis a (1) és una constant positiva. Designant aquesta constant per a, I'equacié que descriu

la dinamica d’acumulacio de capital en equilibriu esdevé

K(t+1) =a-K()*

L’estoc de capital K d’estat estacionari s’obté fent K(t + 1) = K(t) = K. Aixi, K = a-K%1i

K = al/(l_a) .

La Figura 1 avall representa K i l'equacié K(t+1) =a-K(t)* La figura mostra que, amb

independeéncia de l'estoc inicial de capital K(1) > 0, 'estoc de capital de I'economia convergeix a

K. Un cop determinat el valor d’estat estacionari K, assumint L i A constant, es pot obtenir la
produccid Y d’estat estacionari: ¥ = A - K* - L*~*. Sabent aix0, tant @ com & es poden calcular a
continuacid. De la condicié d’equilibri S; = K(t + 1), se segueix que § =K. Donada aquesta

condicid, i atés que S, és en general funcié d'R(t), R també pot ser esbrinada (en equilibri, R = 5).

7

Kt+1) K(t+1)=K(t)

Kt+1)=a- K@)~

K(3)

K(2) K = (a)T-a Figura 1. Dinamica de 1’estoc

de capital i convergencia a

K(©) I'estat estacionari amb tecno-

S S e

logia i poblaci6 constants

kK@) K@) K@®3)
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e Cas 2: poblaci6 creixent i tecnologia constant. Amb la resta de coses com al cas 1, suposem: (i)

creixement constant de la poblacio: N(t + 1) = N - N(t), per alguna constant N > 1; i (ii) totes les

generacions tenen la mateixa dotaci6 de treball. Sigui Ly(0) la dotaci6 de treball d'un joveent = 0
i Ly(1) la dotacio de treball d'un vell en t = 1. Definint L(0) = Ly(0) + Ly,(1)/N, la dotacié total de
treball dels joves en t és
Le(t) = N - Lo(0)
idels vellsent és
L4 (t) = N1 - Lo(1).

En conclusio, |'oferta agregada de treball en t és

L(E) = Le(8) + Leoy(£) = N® - Lo(0) + N1+ Ly(1) = N* (Lo(0) + LT(”) = Nt - L(0).

La funcié d’estalvi de cadajove i ent és

w(t+1)-Li(t+ 1)>

si(t) = %(w(t) FHORS R(t)

L’estalvi agregat en t és

Se=N@)-s'(t) =N*-N(0) - s'(t) = %(w(t) N Ly0) - 2R = LO(D).

R(t)
El salarien t és
K(t) )“

JdF
o(®) = 5705 = 1= 040 (51755

aL(D)

El preu del capital en t + 1 (que equival a R(t) en equilibri) és

K(t+1) )0“1

oF
O'(t+1):—:(l'A(t)‘(1vt+1—.L(O)

dK(t+ 1)

Fent servir les equacions anteriors i la condicié d’equilibri S; = K(t + 1), s’arriba a

(1—a)-A(0)  Le(0)

K(t+1) = 12_ - L:((lo))a . NtA-a) K(t)*
L+ = ¥ Lo

que és (1) adaptada al cas. Anomenant B el terme entre parentesis, la conclusio final és
K(t+1) =B N9 . g()e,
Donada la formula anterior, la taxa bruta de creixement del capital resulta ser

Kt+1) B NU9.K(@)*

Gk(t+1) = K({t) ~ B-NEDO-0.K(t—1)a T Ned

G ()% = N1~ Gg (D).
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Essent G el valor limit de la taxa bruta de creixement del capital,
Gp = N9 G2 .
Aillant G, es dedueix que Gx'™® = N~ En resum,
Gy =N.

Recapitulant: amb poblacio creixent a una taxa constant, en l’estat estacionari que s’assoleix en

equilibri, el capital s’Tacumula a la mateixa taxa que la poblacié: K(t + 1) = N - K(t). Aixi, la taxa

de creixement de l'estoc de capital K i la taxa de creixement de la produccié Y eventualment

coincideixen amb la taxa de creixement de la poblacid. Un corollari del fet que produccio i

poblacié creixen a la mateixa taxa €s que la produccid per capita (un indicador del nivell de vida)

es manté constant.

e Cas 3: poblacid constant amb progrés tecnologic. Suposem que la tecnologia s’acumula a la taxa
bruta G > 1, de manera que A(t +1) = G - A(t). Atés que Y = A-K* - L%, el progrés tecnologic

es diu neutral, degut al fet que els canvis en A afecten la productivitat de tant el capital com el

treball. Donat A(t) = G* - A(0) i poblacid constant, la trajectoria d’equilibri (1) del capital esdevé

(1—a)-A(0)  Ls(0)

_ 2 LO* ) e «
K(t+1)= 1+1—a. Io(D G* - K(t)*.
2a¢ N -L(0)
Dient B el terme entre parentesis,
K(t+1)=B-G' K(t)*
La taxa bruta de creixement del capital és
K(t+1) B-G'-K(t)*
Gp(t+1) = = =G - Gg(D)*.
k(E+1) K(®) B-Gt-1-K(t— 1)« x(®)

Sl GK éS el limlt de GK(t), GK == G . GKa 1

1
GK S Gl_a .

Tenint-se ﬁ > 1, es conclou que Gg > G: la taxa de creixement de I'estoc de capital (que és igual a

la taxa de creixement de la produccio) és superior a la taxa a que progressa la tecnologia.

4.4, Un altre exemple

e Descripci6 de ’economia. Cada periode hi ha dos grups d’individus, G1 i G2. La funci6 d’utilitat
de cada membre de G1 és u; = ¢; - ¢;’; la de cada membre de G2 és u, = c,# - ¢,’. La dotacié de
treball de cada consumidor de G1 és (2,1); la de cada consumidor de G2 és (1,0). En el periode

inicial, t = 1, G2 conté n (parell) membres, mentre G1 no en té cap. A partir d’aleshores, cada
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periode G2 un nou membre jove menys respecte del periode anterior i G1 té un membre jove més.
Aquesta dinamica continua fins que els dos grups tenen el mateix nombre de membres, periode a
partir del qual tots dos grups mantenen constant el nombre de membres. No hi ha mercat de
préstecs. La funcié de produccié agregada és Y = 2 - K'/2 . LY/2 Per Gltim, K(1) = 1.

1/2
e Preu dels factors. El salari w és la productivitat marginal del treball 2¥ = (5) . El preu del
oL~ \L

L 1

1/2 1 oo .
capital o és la productivitat marginal del cap1tal py (E) =~ . Per tant, ¢ = ~. Sigui n, el

nombre de membres de G1in, el de G2. Aixi, L=nquant=1iL=n,+2-ny+n;—1=3-n; +
nz—lquant>1.Amés,pert22+1,n1=n2;perat0t1St< 2+1,n1=t—1i n, =n-—ny.

e Decisions dels membres de G2. La restriccié pressupostaria de cada jove és ¢, + k,' = 1- w, on
¢, és el consum de jove, k, el capital acumulat per al segiient periode i w és el salari. De gran la

restriccié és ¢, = o’ -k, , on ¢,’ és el consum de j ]ove i ¢’ és el preu del capital. Combinant-les

s'obté la restriccidé pressupostaria vital c, + =2 =@. Bl lagrangia és L, = c,f-c,/+2-
(w —Cy — 7) El lot maximitzador (c,,c,") satlsfa = = b’ . La funci6 de consum és ¢, = % . La

1

.7 . w K\2 1
funcié d’estalviés s, =w —c, = — = (—) —
148 L 1+8

o o . . e . !
. Dec1s1ons dels membres de G1. Les restriccions sén ¢; +k; =2 - w ic'=0"k +1-0'. La

!
vital, ¢; + = =2-w + — . El lagrangia és £L; = ¢; - ¢;" + 1 - (2 ) + — = — G—) El lot maximit-
I
zador satisfa ¢; = 7 . La funcio de consum és ¢c; = w + Z—J, .La func10 d’estalviéss; =2-w—c¢; =
1

' w K\2 1 K’
Ww———=w——=|-) —z.
L 2 L

e Equilibri i acumulacié. Sigui n; el nombre de membres de G1 i n, el de G2. La funci6 d’estalvi
1 1 1

g s = o= (3 5) oo (9= (s ) 0 -3 5o

equilibri, S = K'. Tot plegat porta a la seglient dinamica d’acumulaci6 de capital:

K,=(n1-(1+ﬁ)+n2)' 2-L K2,
L2 (14 B) n,+2-L

La férmula anterior depen de t. Quant =1, n, =0, n,=n,L=n, L'=n+11i K =1; per tant,
K'=n'?/(1+B).Quant> §+ 1,n; =n, =n/2,L =2n—1=L"i, en conseqiiéncia,

n-2+p) 4-n—2
2-n—1DY2-(1+8) 5-n—4

K' = 1/2

descriu l'eventual trajectoria d’acumulacié de capital (aix0 és, per a t suficientment gran). L’estat

estacionari (amb estoc de capital positiu) d’aquesta trajectoria correspon a l’estoc de capital

=l

B 2. (2+pB)? 4-n—2\°
_(z-n—1)-(1+ﬁ)2'(5-n—4)'

4. Un model de generacions encavalcades amb producci6 endogena | 27 de setembre & 2 d’octubre de 2017 | 8



Exercicis

Exercici 1. Financament col-lectiu de tecnologia d’emmagatzematge. La funci6 d’utilitat de cada
consumidor i és ul (cé(t), ci(t + 1)) = ci(t) - ci(t + 1). Cada generaci6 estd formada per dos
grups, G1 i G2, cadascun format per n individus. Cada membre de G1 té dotacié (0,w) i cada
membre de G2 compta amb dotacid (0,v), onw > v > 0. Tot i que el bé no es pot conservar, es pot
emprar una tecnologia d’emmagatzematge d’un periode: per cada unitat del bé acumulada en el

periode t per un individu i, en el periode t + 1 i tindra la quantitat A(¢t) del bé, on 0 < A(t) < 1.

L’efectivitat de la tecnologia depen de les contribucions dels individus al seu desenvolupament.
Si, en t, cada membre de G1 aporta 7; unitats del bé per a financar/desenvolupar la tecnologia i

T1+7o

cada membre de G2 aporta 7, unitats, aleshores A(t) = ——= . Determina, en l'equilibri general,

quina part de la seva dotacio estalvia (i quina aporta al financament de la tecnologia) cada

individu.

Exercici 2. Tecnologia de transferéncia. Considera una economia on tots els individus sén iguals,
viuen durant dos periodes consecutius i el bé només pot existir durant un periode. Imagina que es
descobreix una tecnologia que, sense cost, permet de transferir una unitat del bé dos periodes cap
al futur. Aixi, si un individu acumula una unitat del bé en el periode t, fent servir la tecnologia,
aquesta unitat estara disponible per a ser consumida (o novament acumulada) en el periode t + 2.

Tindria aquesta tecnologia utilitat practica? En particular, acumularien bé els individus?

Exercici 3. Equilibri amb tecnologia d’emmagatzematge imperfecta. La funcié d’utilitat de cada
consumidor i és ul (cé(t), ci(t + 1)) = ci(t) - ci(t +1). Cada generacio estd formada per dos
grups, G1 i G2, cadascun format per n individus. Cada membre de G1 té dotacid (v,w) i cada
membre de G2 compta amb dotacié (w,v), on w > v > 0. Tot i que la naturalesa del bé no permet
de transferir-lo d'un periode a cap altre de posterior, existeix una tecnologia que possibilita
I’'acumulacio del bé: per cada unitat del bé que un individu jove acumuli en el periode t, I'individu
disposara de A unitats del bé en el periode t + 1, on 0 < A < 1. Assumint que hi ha un mercat de

préstecs del bé, calcula I’equilibri general.

Exercici 4. Equilibri amb produccié endogena. La funcié d’utilitat de cada individu jove i és
ut=Inct(t) + - -Inc(t+1),on 0 <pf < 1. Cada generacio esta formada per 50 individus amb
dotacié (0,1) i 50 amb dotaci6 (2,0). La funci6 de produccié és Y (¢t) = K(t)*L(t)*"*i K(1) > 0.

(i) Determina l’equacio en diferencies que estableix la trajectoria de 1'estoc de capital.

(ii) Calcula un estat estacionari amb estoc de capital positiu i I'equilibri general.

(iif) Respon a (i) i (ii) si, per a tot ¢, la generacid t + 1 té un 50% més de membres que la t.
(iv) Respon a (i) i (ii) si, per a tot ¢, si en el periode 2 mor la meitat dels joves de cada tipus.

(v) Respona (i) i (ii) si, per a tot ¢, si en el periode 2 es destrueix la meitat de I'estoc de capital.
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Exercici 5. Un amb evasio fiscal sense capital. Cada generacié té 100 membres: 50 (“els pobres”)
amb dotacid de treball (1,0) i els altres 50 (“els rics”) amb dotacié de treball (4,0). Tots els joves
de totes les generacions tenen la mateixa funcié d’utilitat ut = ci(t) - ci(t + 1). No hi ha capital: la
produccié només depen del treball: Y (t) = L(t)'/2. El salari és w(t) = L(t)~ /2.

Hi ha un goven que estableix un impost 7 a pagar pels rics joves. Per a cada t, la recaptacio
tributaria en t es distribueix igualitariament entre tots els que son grans en t (sistema de pensions
de repartiment). Cada individu gran rebra . Els rics joves poden dedicar una part x de la seva

dotacié de treball tractant d’evadir el pagament de l'impost. Quan un ric esmerca x per a

2
defraudar el pagament, acaba pagant 7 - g(x) en comptes de 7, on g(x) = (1 - %) .

En cada periode t, el pressupost del govern esta equilibrat: els ingressos tributaris obtinguts dels
rics son iguals a les transferencies fetes als grans (100 - T). Els ingressos provinents dels rics no sén
necessariament 50 - T perque cal determinar el nivell d’evasio fiscal que decideixen els rics. Troba

I'equacié que determina 7 en funcié de 7 i calcula ¥ quan v = 1.

Exercici 6. Sostenibilitat. Només hi ha un bé, que pot acumular-se d"un periode cap a un altre en
forma de capital i que pot produir-se combinant els factors treball i capital. Si en el moment t un
individu acumula l'estoc k; de capital, aleshores en el moment t + 1 estara disponible només
I'estoc (1 —6)-k;, on 0 <§ < 1. Cada generacid esta formada per n individus identics, amb la
funcié d’utilitat de jove u, = ¢; - c;41. La funcié d’utilitat de cada individu gran coincideix amb el

seu consum. Els individus prenen decisions per a maximitzar la seva funci6 d’utilitat.

Cada individu disposa d’una unitat de treball de jove i cap unitat de gran. Es necessita capital per
a que el treball pugui contribuir a la produccié del bé. Els individus joves empren tot el seu treball
en la produccid del bé. En emprar tot el seu treball per a produir el bé, cada individu que és jove
en t aconsegueix produir a - (1 —4) -k, on a > 0 és una constant i k, és I'estoc de capital mitja
acumulat en el moment t — 1 i disponible en el moment ¢ (ates que hi ha el mateix nombre
d’individus en cada generacio, k; és el capital que cadascun dels individus va acumular en t — 1).
Cada individu jove decideix quina part de la produccié que realitza la consumeix i quina part
I’acumula en forma de capital. El consum de cada individu gran en el periode t coincideix amb la

part no depreciada del capital que el mateix individu va acumular en el periode ¢t — 1.

(i) Determina l'equacié que expressa la trajectoria d’acumulacié del capital i representa-la

graficament.

(ii) Considera la segiient modificacié de 1’economia. Hi ha un recurs lliure i gratuit X que és
necessari per a produir el bé. Sigui x, la quantitat de recurs existent en el moment t. Cada
unitat de capital emprada en la produccié comporta la perdua d’a unitats d’X. El recurs X té la
capacitat de regeneracio: si y, representa la quantitat d’X disponible un cop descomptada la
peérdua causada pel procés de produccio, aleshores hi ha y, - (1 + ) unitats del recursen t + 1,
on § > 0. Assumint que @ = § i que = a/2, determina el valor maxim a que pot assolir a per

a que el procés productiu no esgoti X. Com es veu afectat a per canvis en a?
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Exercici 7. Independencia. Hi ha tinicament un bé, que pot acumular-se només un periode en
forma de capital (sense depreciacio) i que pot produir-se combinant els factors treball i capital.
Cada generaci6 esta integrada per dos grups, G1 i G2. G1 esta format per 2 - n individus identics,
cadascti amb una unitat de treball de jove i dues unitats de treball de grans. La funci6 d’utilitat de
cada jove de G1 en el periode t és u, = c; - (c;41)P, on 0 < B < 1. La funcié d’utilitat de cada
individu gran coincideix amb el seu consum. G2 esta constituit per n individus identics, cadasca
amb quatre unitats de treball de jove i dues unitats de treball de grans. La funcié d’utilitat de cada
jove de G2 en t és u; = ¢; - ¢t41. La funcié d’utilitat de cada individu gran coincideix amb el seu

consum.

La funcié de produccié de I'economia en cada periode t és Y; = K, - L;, on K; és el capital total en el
moment t i L; és el volum total de treball ofert en t. Tots els individus d’ambdds grups ofereixen el
seu treball, tant de joves com de grans. La remuneracié del capital és la meitat de la productivitat
marginal del capital. La remuneraci6é del treball és la meitat de la productivitat marginal del
treball. S’assumeix que, per arbitratge, la taxa d’interes d’un préstec en el moment t coincideix

amb la remuneraci6 del capital en el moment ¢ + 1.

(i) Determina l'equacié que descriu la trajectoria d’acumulacié del capital i representa-la

graficament.

(ii) Imagina que els membres de G2 s’independitzen i constitueixen una economia propia,
separada de I'economia que formarien els membres de G1. En cada economia es mantenen les
dotacions dels membres dels grups respectius, la funcié de produccié de I'economia original i
les regles que determinen les remuneracions dels factors. Determina l'equacio que representa
la trajectoria d’acumulacié del capital de cada economia i compara-la amb 1'obtinguda en

'apartat (i) per a jutjar si a algun dels grups li convé la secessio.

(iiif) Respon a (i) i (ii) si la funcio de produccio és Y, = K2 - L2 (pero ara la remuneracio de cada

factor coincideix amb la seva productivitat marginal).

Exercici 8. Cicles. Hi ha un tnic bé que es pot acumular un periode. Cada periode hi ha n
individus identics que viuen dos periodes consecutius i que de joves tenen la funcié d’utilitat
Uy = C; * Ceqq, ON ¢ €5 el consum que I'individu fa de jove i ¢,4; el consum que el mateix individu
fara de gran. Els individus que neixen en un periode senar tenen la dotacié de factor treball (1, 1):
una unitat de treball de joves i una unitat de grans. Els individus que neixen en un periode parell
tenen la dotacié de factor treball (2,2): dues unitats de treball de joves i dues unitats de grans. La
funci6 de produccioé agregada en el periode t és Y; = K, - L;, on K, és I'estoc total de capitalen ti L,
és la quantitat total de treball disponible en t. Cada factor de produccio rep com a remuneracio la
meitat de la seva productivitat marginal segons la funcié de produccié agregada. Determina

I'equacio que descriu la trajectoria d’acumulacié de 'estoc de capital i troba els estats estacionaris.
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Exercici 9. Globalitzacié. Hi ha dues economies, E1 i E2. En cada economia: (i) hi ha n individus
identics i el mateix bé, que es pot acumular un periode i es pot produir; i (ii) cada factor de

produccio6 es remunera segons la seva productivitat marginal en la funcié de producci6 agregada.

La dotacié de treball dels membres d’E1 és (2,1): dues unitats de treball de jove i una de gran.
Cada jove d’E1 té funcié d’utilitat u, = ctﬁ * €1, 0n 0 < B < 1 és una constant, ¢, €s el consum que
I'individu fa de jove i ¢;4; el consum que el mateix individu fara de gran. La funcié de produccio6
agregada en el periode t és Y, = 2K, + L, on K, és l'estoc total de capital en t i L; és la quantitat

total de treball disponible en t..

La dotacio de treball dels membres d’E2 és (1, 0): una unitat de treball de jove i cap de gran. Cada

jove d’E2 té funcié d’utilitat u; = ¢, - c?

r+1, on 0 < <1 és la mateixa constant d’E1, ¢, és el

consum que l'individu fa de jove i c;;, el consum que el mateix individu fara de gran. La funcié
de produccio6 agregada en el periode t és Y, = 2K, + L., on K, és l’estoc total de capital en t i L, és

la quantitat total de treball disponible en t.

(i) Per a cada economia, determina 'equacidé que descriu la trajectoria d’acumulacié de I'estoc de

capital i 'estoc de capital a tot estat estacionari.

(ii) Suposa que els membres de les dues economies s’emparellen, de manera que cada membre
d’E1 ha de transferir 1/8 unitats de capital a la seva parella d’E2. Torna a calcular, només per a
I'economia E2, I'equacié que descriu la trajectoria d’acumulacié de I'estoc de capital i 'estoc
de capital a tot estat estacionari. Sobre la base dels resultats, fes una analisi critica de la

transferencia com a mesura de politica economica per a contribuir a la prosperitat d’E2.

(iii) Determina 'equacié que descriu la trajectoria d’acumulacié de l'estoc de capital i 1'estoc de

capital a tot estat estacionari si les dues economies s’integressin i formessin una de sola.

Exercici 10. Igualtat. En ’economia només hi ha un bé, que no pot acumular-se d’un periode cap a
un altre ni produir-se. Cada generacio esta formada per dos grups: G1 (integrat per n individus
identics) i G2 (constituit per m individus identics). La funcié d’utilitat de cada jove de G1 és
u; = (¢)P - c44q ila de cada jove de G2 és u; = c; - (¢i41)?, on ¢, és el consum que l'individu fa de
jove, ;11 el consum que el mateix individu fara de gran i § > 0. Cada individu de G2 té, com a
dotacio, zero unitats del bé de jove i una unitat del bé de gran. Cada individu de G1 té, com a

dotacid, una unitat del bé de jove i zero unitats del bé de gran.

(i) Determina l'equilibri general i I’efecte sobre la utilitat d’'un membre de G1 d"un augment d'n.

(ii) Calcula la quantitat T del bé que cada jove de G1 ha de rebre o pagar de manera que, quan
I'import n - T es distribueix igualitariament entre els joves de G2, la utilitat de tots els joves de

tots dos grups és la mateixa en 1’equilibri general.
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Exercici 11. Capital per sempre. En l'economia només hi ha un bé, que pot acumular-se
indefinidament. Cada generaci6 esta formada per individus identics. La funcié d’utilitat de cada
jove és uy = ¢, Cr4q, ON ¢, €s el consum que l'individu fa de jove i ¢;4; el consum que el mateix

individu fara de gran. La funci6 d’utilitat de cada individu gran coincideix amb el seu consum.

Cada individu té, com a dotacid, una unitat de treball de jove i cap de gran. Amb cada unitat de
treball es produeixen a unitats del bé. Cada unitat de capital que un individu acumula de jove es
transforma en f unitats del bé en el periode segiient. A més, del total de capital acumulat en el
periode t es preserva la proporcid § per al periode t + 1. Aquest capital romanent és indistingible

del bé que es produeix en t + 11i es distribueix a parts iguals entre els joves del periode t + 1.

Redacta tu mateix/a les preguntes a respondre i respon-les. En un cas, suposa que la poblacio és

sempre constant (amb n membres) i en un altre que creix a la taxan > 0.

Exercici 12. Capital huma. En I'economia només hi ha un bé, que no pot acumular-se d'un
periode cap a un altre pero que es pot produir-se combinant els factors treball i capital huma. La
funci6 de producci6 de 'economia en cada periode t és Y, = (H,)* - (L)' ™%, on 0 < a < 1, H, és el

capital huma total en el periode t i L, és el volum total de factor treball en ¢.

Cada generacio esta formada per n individus identics, amb u; = ¢; - ¢;;1 com a funcié d’utilitat de
jove, on c; és el consum que l'individu fa de jove i ¢;4; el consum que el mateix individu fara de
gran. Cada individu jove disposa d'una unitat de treball de jove i cap unitat de gran. Cada
individu jove en t decideix quina part [, del seu treball dedica a la produccié del bé i quina part
1 — [, destina a la formaci6 de capital huma. La funcid de formaci6 de capital huma h, a partir del
treball 1 — [, destinat a formar-lo és h, =6 -(1—1[;), on 6 > 1 és una constant. Formar capital
huma té un cost: el cost, en unitats del bé, de crear una unitat de capital huma és una constant
y > 0. El capital huma acumulat de jove es pot fer servir de gran per a produir el bé. La
remuneracié de cada unitat de capital huma és la productivitat marginal del capital huma. La

retribucié de cada unitat de treball és la productivitat marginal del treball.
Redacta tu mateix/a les preguntes a respondre i respon-les.

Exercici 13. Capital i gent. En '’economia només hi ha un bé, que pot acumular-se d'un periode
cap al segiient combinant els factors treball i capital. La funcié de produccid de I'economia en cada
periode t és Y, = K, - L;, on K, és l'estoc total de capital en el periode t i L; és el volum total de

factor treball en t.

Cada generaci6 esta formada per individus identics, amb la funcié d'utilitat u; = ¢; - cp41 - neyq de
jove, on c¢; és el consum que l'individu fa de jove, c;,1 el consum que el mateix individu fara de
gran i n;y; és el nombre de fills que cada individu decideix tenir de jove. Cada individu jove
disposa d’una unitat de treball de jove i cap unitat de gran. La unitat de treball de cada periode ¢t

es ven a canvi d"un salari w;.
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Cada jove decideix quants fills tenir i quina part del salari acumular en forma de capital. El cost de
tenir cada fill és y > 0 unitats del bé. El capital acumulat de jove en t es ven de granent+1 a
canvi d'un preu o;,. Cada periode la proporcié de la produccio total destinada a pagar salaris és

la mateixa que la proporcié destinada a remunerar el capital.

Determina l'equilibri general de cada periode, les trajectories d’acumulacido de capital i de

creixement de la poblacio, i determina els estats estacionaris de I'economia.

Exercici 14. Comerg¢ internacional. Hi ha dues economies, E1 i E2. Hi ha dos béns, C i D. En cada
economia i cada periode hi ha el mateix nombre n d’individus identics, que viuen un periode.
Cada individu disposa d’una unitat de treball, que pot destinar a produir qualssevol dels dos
béns. En E1: (i) la quantitat [ de treball pot produir « - [ unitats del bé C, on a > 1; i (ii) la quantitat
[ de treball pot produir [ unitats del bé D. En E2: (i) la quantitat [ de treball pot produir « - [ unitats
del bé D (el parametre a és el mateix que el d’E1); i (ii) la quantitat [ de treball pot produir [ unitats
del bé C.

L’economia E1 pot exportar bé C a 'economia E2 a canvi de bé D (per tant, E2Z pot exportar D a
canvi de C). La relacid d’intercanvi és d'u a u: una unitat de C s’intercanvia sempre per una unitat
de D. La funcio d’utilitat de cada membre d’E1 és uy; = ¢yt - (du + dt)z, on ¢y, €s el consum que
I'individu fa del bé C (per forga, produit a E1), d;; és el consum que ell mateix fa del bé D produit
a E1i d; és el consum que l'individu fa del bé D importat d’E2. La funcié d’utilitat de cada
membre d’E2 és uy, = (€3¢ + €)% - dyy, On dy; és el consum que l'individu fa del bé D (per forga,
produit a E2), ¢, és el consum que ell mateix fa del bé C produit en E2 i ¢; és el consum que
I'individu fa del bé € importat d’E1.

(i) Determina l’equilibri general de cada economia si les economies son autarquiques.

(ii) Determina l'equilibri general de cada economia si hi ha comerg internacional i avalua en quina
economia els individus guanyen proporcionalment més en el transit d’'una economia tancada

a una d’oberta.
(iii) Suggereix alguna altra pregunta a respondre.

Exercici 15. Convergeéncia i divergéncia. Hi ha un tnic bé que es pot produir i acumular un
periode. Cada periode neixen n individus identics, que viuen dos periodes consecutius. La funcio6
d’utilitat en t d’un individu nascut en t és u, = (¢,)? - c;41, on B > 1. La funci6 d’utilitat en t + 1
d’un individu nascut en t és u; 1 = ¢;41. Quan neix, tot individu disposa d’una unitat de treball;
no en té cap en el segiient periode. En el seu primer periode de vida els individus lloguen el seu
treball a canvi d’un salari. El salari rebut és la productivitat marginal del treball segons la funcié
de producci6 agregada Y, = K,/*-L,**. La remuneracié dels propietaris de capital és la

productivitat marginal del capital.

4. Un model de generacions encavalcades amb producci6é endogena | 27 de setembre & 2 d’octubre de 2017 | 14



(i) Determina l’equacio d’acumulaci6 de capital i troba els estats estacionaris.

(ii) Hi ha una segona economia ideéntica a l'anterior, excepte pel fet que Y, = K,*/* - L,*/3. Els
individus vells de la primera economia tenen la possibilitat de dur part del seu capital a I'altra
economia sense cap cost. Calcula quina part de I'estoc de capital de la primera economia es

transfereix a la segona en els estats estacionaris.

Exercici 16. Cicle demografic. Hi ha un tnic bé que es pot produir i acumular d’un periode al
segiient. En cada periode senar neixen n individus identics. En cada periode parell neixen 2 -n
individus identics. Cada individu viu dos periodes consecutius, neix amb una unitat de treball i
no té cap dotacid en el seu segon periode de vida. Per a tot periode ¢, la funcio d’utilitat de tot
individu nascut en t és u; = ¢; - ¢;11. L’objectiu de tot individu en el seu segon periode de vida és

maximitzar el seu consum.

En el seu primer periode t de vida cada individu lloga el seu treball a canvi d'una remuneracio.
Aquesta remuneracio es pot emprar en consumir i en acumular capital. El capital que un individu
va acumular en el periode anterior no es pot consumir en el periode present sind que només
serveix per a produir. Els individus vius en t + 1 nascuts en t apleguen tot el seu capital i
contracten treballadors per a produir el bé segons la funcioé de producci6 agregada Y1 = K;41 -
Liy1, on K44 és el capital total acumulat pels individus en el periode anteriori L;,; és la quantitat
de treball oferta pels nascuts en t + 1. La produccié del bé feta en cada periode es distribueix

igualitariament entre tots els individus vius en el periode.
Determina I'equacié d’acumulacio6 de capital i identifica els estats estacionaris.

Exercici 17. Govern. Hi ha un tnic bé que no es pot produir pero si acumular un periode. Cada
periode neixen n individus identics que viuen dos periodes consecutius. Els individus només
tenen dotacid del bé en el seu primer periode de vida: una unitat del bé. Les funcions d’utilitat
d’un individu nascut en t sén: en t, u; = ¢; - ¢1q; €n t + 1, upyq = cyq. La quantitat de bé que
acumulen els individus té una taxa de depreciacié del 25%: si un individu acumula k unitats del
bé en t només disposara en t + 1 de 3 - k/4 unitats en ¢ + 1. Hi ha un govern que estableix un

impost cada periode de 7 unitats del bé.

(i) EI govern pot acumular I'impost sense patir cap depreciacio. L'impost en t el paguen els que
neixen en t. La recaptacio del I'impost en t es distribueix igualitariament en t + 1 entre els

individus que van néixer en t. Obté el volum de capital que acumula cada individu.
(ii) Obté el volum de capital que acumula cada individu si el govern distribueix la recaptacié de

I'impost feta en t de manera igualitaria entre els individus vius en t nascuts en t — 1. Quina de

les dues politiques maximitza el benestar dels individus?
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(iii) En la situacio descrita en (i), troba el valor de T que maximitza la utilitat dels individus en el
seu primer periode de vida i el valor que maximitza la utilitat dels individus en el seu segon

periode.

Exercici 18. Families. Hi ha un tnic bé, que es pot produir i acumular d’un periode al segiient. Els
individus que neixen en el periode t son tots identics i viuen dos periodes consecutius. La funcio
d’utilitat de tot individu que neix en el periode t és u, = c; - (c;41)?, on B > 0. Aquest mateix
individu disposa d’una unitat de treball, que ofereix a canvi d"un salari w;. Aquest salari es pot

emprar en consumir, en acumular capital i en tenir fills. El cost (en termes del bé) per fill ésy > 0.

En el segon periode de vida els individus maximitzen el seu consum. El capital que un individu va
acumular en el periode anterior no es pot consumir en el periode present sind6 que només serveix
per a produir. Cada individu nascut en t té accés, en el periode t + 1, a la funcidé de produccio
Ver1 = (key1)® - (negr)?, on kyyq és el capital que I'individu va acumular en el periode t i n.,q és el
nombre de fills que I'individu va tenir en el periode t. Una interpretacio és que els treballadors
que un individu contracta sén els seus fills. Per a tot periode t, el pagament en salaris que fa cada
individu i (nascut en el periode anterior) és una proporcio fixa ¢ de la produccié que fa i
mitjangant la funcid de produccid. Determina l'equacié d’acumulacié de capital i 'equacié que

estableix ’evolucié del nombre de fills.

Exercici 19. Canvi de tecnologia. Hi ha un tnic bé que es pot produir i acumular d"un periode al
segiient. Cada periode neixen n individus identics, que viuen dos periodes consecutius. La funcid
d’utilitat de tot individu que neix en el periode t és u, = c; - (c;41)?, on B > 0. Aquest mateix
individu disposa d’una unitat de treball, que ofereix a canvi del salari competitiu. De gran,
I'individu no té dotacid de treball. En tot periode senar t la funci6 de producci6é agregada és
Y, = K3 L,23, on K, és el capital total acumulat pels individus en el periode anterior i L, és la
quantitat de treball oferta pels nascuts en t + 1. En tot periode parell ¢ la funcié6 de produccio

agregada és Y, = K,*/* - ,*/3. Troba la trajectoria d’acumulacié del capital i els estats estacionaris.

Exercici 20. Canvi de preferéncies. Hi ha un tinic bé que es pot acumular d’un periode al segiient.
La taxa de depreciacié del bé que s’acumula és 0 < § < 1. No hi ha produccié. En un periode
senar neixen n individus identics que viuen dos periodes consecutius. En un periode parell neixen
2 - n individus identics que viuen dos periodes consecutius. La dotaci¢ de cada individu nascut en
un periode senar son dues unitats del bé. La dotacid de cada individu nascut en un periode parell
és una unitat del bé. Cap individu gran no té dotacio de treball. La funci6 d’utilitat de cada
individu jove nascut en un periode senar €s u; = ¢, - ¢;4+1. La funcié d’utilitat de cada individu jove
nascut en un periode parell és u, =Inc, +f-cty1, on B # 1. Troba l'equilibri general de

I'economia i la trajectoria d’acumulacio de capital.

Exercici 21. Tema lliure. Construeix una economia que contingui algun element no considerat en

els apunts o en els exercicis, proposa preguntes rellevants a respondre i troba les seves respostes.
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Exercici 22. Dotaci6 variable. Només hi ha un bé, que pot acumular-se un tnic periode en forma
de capital. De cada unitat de bé acumulada com a capital en un periode només la fraccié a < 1 esta
disponible en el periode segiient. Tota generacio esta formada per n individus identics que viuen
dos periodes consecutius. La funcié d’utilitat de cada individu que és jove en el periode t és
u; = ¢ (ce41)?, on ¢, és el consum que l'individu fa de jove, c;4; el consum que el mateix
individu fara de gran i § > 0 és una constant. En el periode inicial, cada individu gran té una
unitat de bé com a dotacio (interpreta aquesta unitat de bé com el capital que hauria acumulat

aquest individu si hagués estat jove). En la resta de periodes els grans no tenen dotacié del bé.

(i) Suposa que cada individu jove té una unitat de bé de dotacio i, a més, té com a dotacio el
capital que, de mitjana, van acumular els joves del periode anterior. Determina quant capital
acumula cada individu de jove, la trajectoria d’acumulacié de l'estoc total de capital i els

valors positius de I'estoc total de capital en tots els estats estacionaris.

(ii) Quina diferencia provoca en els resultats d’(i) si els joves del periode inicial només tenen una

dotacio d’una unitat del bé?

(iii) Torna a respondre les qliestions d’(i) si cada individu jove té com a dotacié inicament la
mitjana del capital que van acumular els joves del periode anterior (per als joves del periode

inicial, suposa que la seva dotacio6 coincideix amb la dotacio dels grans del periode inicial).

(iv) Considera novament la situacioé descrita en (i). Imagina que un dictador benevolent pogués
escollir per compte dels individus el capital que acumulen. Torna a respondre les qiiestions

d’(i) si I'objectiu del dictador fos maximitzar la utilitat de cada jove en cada periode.
(v) Torna a respondre a (iv) assumint la situacio descrita en (iii) en comptes de la descrita en (i).

Exercici 23. Retribucions proporcionals. Només hi ha un bé, que pot acumular-se un tnic periode
en forma de capital. Tota generacid esta formada per n individus identics que viuen dos periodes
consecutius. La funci6 d’utilitat de cada individu que és jove en el periode t és u; = c; - (cz41)?, on
¢ és el consum que l'individu fa de jove, c;4; el consum que el mateix individu fara de gran i
B > 0 és una constant. La funcié de produccié de I’economia en cada periode t és Y, = K,“ L, on
K, és I'estoc total de capital en el periode ¢, L; és el volum total de factor treballen t, i a i 8 son
constants positives. Cada jove té, com a dotacio, x unitats de treball; de gran, no té cap dotacio. Per
a tot periode t, el quocient entre la remuneracié w, del treball i la remuneraci6 o; del capital és una

constant a; aixo €s, per atott, w = a- o,. Amés, peratott, V; =0, - K + w; - L; .

(i) Determina quant capital acumula cada individu de jove, la trajectoria d’acumulacio de 1'estoc

total de capital i els valors positius de l'estoc total de capital en tots els estats estacionaris.

(i) Torna a respondre (i) si, en comptes de tenir w; = a - g;, es compleix, per a tot t, la condicio

O-t'Kt:(Ut‘Lt.
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(iii) Torna a respondre (i) si el capital té una taxa de depreciaci6 §: per cada unitat de bé
acumulada en forma de capital en t per a ser emprada en t + 1, només esta disponible per a

emprar-la en la producci6 del bé la quantitat 1 — §, on § esta entre 01i 1.

Exercici 24. Produccié afitada. Només hi ha un bé, que pot acumular-se un tnic periode en forma
de capital. Tota generacid esta formada per n individus identics que viuen dos periodes
consecutius. La funci6 d’utilitat de cada individu que és jove en el periode t és u; = c; - (cz4+1)?, on
¢ és el consum que l'individu fa de jove, c;;; el consum que el mateix individu fara de gran i
f > 0 és una constant. La funcié de produccio de 'economia en cada periode t és Y, = K, - (1 —
K.) - L, on K, és l'estoc total de capital en el periode t i L; és el volum total de factor treball en t.
Cada jove té, com a dotacio, una unitat de treball; de gran, no té cap dotacio. Per a tot periode ¢, la
remuneracio w, del treball i la remuneracio o, del capital satisfan les condicions Y; = o; - K; + w; -

Lt i O't'KtZG)t'Lt.

(i) Determina quant capital acumula cada individu de jove, la trajectoria d’acumulacio de 1'estoc

total de capital i els valors positius de l'estoc total de capital en tots els estats estacionaris.

(i) Torna a respondre (i) si, en comptes de tenir-se que g, - K; = w; - Ly es té w, = a - o;.

Exercici 25. Tecnologies privatives. Només hi ha un bé, que es pot acumular. Cada generaci6 esta
formada per dos grups, G1 i G2, cadascti format per n individus identics. Cada individu té, com a
dotacio, una unitat de treball de jove i cap de gran. Hom viu dos periodes consecutius. Per a G1, la
funcié d’utilitat de cada individu que és jove en el periode t és u; = ¢; - (c;+1)?, on c; és el consum
que l'individu fa de jove, c¢;41 el consum que el mateix individu fara de gran i f > 0 és una
constant. Per a G2, la funcié d’utilitat de cada individu que és jove en el periode t és u, = (c;)? -
Cer1, ON C; €s el consum que l'individu fa de jove, c;,1 €l consum que el mateix individu faria de
gran i § és la mateixa constant que en les funcions dels membres de G1. Els membres de G1 tenen,
col-lectivament, accés a la funcié de produccio Y;, = K% - L,Y?, on Ky, és Iestoc total de capital
que acumulen els membres joves de G1 del periode t —1 i L; és la quantitat total de treball de
I'economia en t. Els membres de G2 tenen, col-lectivament, accés a la funcié de produccié Y, =
K, '/% - L,23, on K,, és I'estoc total de capital que acumulen els membres joves de G2 del periode
t —11i L, és la quantitat total de treball de 'economia. Les remuneracions de treball i capital sén

iguals a les seves productivitats marginals.

(i) Troba el acumulat per cada individu jove de cada grup, la trajectoria d’acumulacié de I’estoc

total de capital i els valors positius de l'estoc total de capital en tots els estats estacionaris.

(i) Torna a respondre (i) si la quantitat total de treball es distribueix entre les dues funcions de
produccié de manera que: (a) Y;, = Ky/? - L%, on Ly, és la quantitat total de treball emprat
en la funcié de produccié de G1 (L, pot incloure treball aportat per membres de G2); (b)
Yor = Kot t® - L%/, on Ly, és la quantitat total de treball emprat en la funci6é de produccié de
G2 (L, pot incloure treball aportat per membres de G1); i (c) la remuneracio del treball és la

mateixa segons les dues funcions de produccié (condicié d’arbitratge de salaris).
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Exercici 26. Discriminaci6 salarial. Només hi ha un bé, que es pot acumular. Cada generacio esta
formada per dos grups, G1 i G2. Componen cada grup n individus identics. Cada individu té, com
a dotacio, una unitat de treball de jove i cap de gran. Hom viu dos periodes consecutius. Per a G1,
la funcié d’utilitat de cada individu jove en el periode t és u; = ¢, - (c;4+1)?, on ¢; és el consum que
I'individu fa de jove, c;;; el consum que el mateix individu fara de gran i § > 0 és una constant.
Per a G2, la funcié d’utilitat de cada individu jove en el periode t és u; = (c;)? - c;41, On ¢; és el
consum que l'individu fa de jove, c¢;4; el consum que el mateix individu faria de gran i f és la
mateixa constant que en les funcions dels membres de G1. La funcié de produccié és Y, = K, -
L%, on K, és l'estoc total de capital que acumulen els joves del periode t — 1, L; és la quantitat
total de treball de 'economia en t i @ és una constant entre 0 i 1. El treball es remunera segons la
seva productivitat marginal. La resta de la produccié remunera el factor treball, pero de manera

asimetrica: els membres de G1 reben el doble de salari que els membres de G2.

(i) Troba el acumulat per cada individu jove de cada grup, la trajectoria d’acumulacio de I'estoc

total de capital i els valors positius de l'estoc total de capital en tots els estats estacionaris.
(ii) Torna a respondre (i) si son els membres de G2 els que reben el doble de salari que els de G1.

Exercici 27. Fills o capital? Només hi ha un bé, que es pot acumular. Cada generacio esta
constituida per dos grups, G1 i G2. Cada individu té, com a dotacio, dues unitats de bé de jove i
cap de gran. Hom viu dos periodes consecutius. Per a G1, la funci6 d’utilitat de cada individu que
és jove en el periode t és u, = c; - (c;+1)P, on ¢, és el consum que l'individu fa de jove, c.4q el
consum que el mateix individu fara de grani f > 0 és una constant. Per a G2, la funcié d’utilitat de
cada individu que és jove en el periode t és u; = (c.)? - c;41, On ¢; és el consum que I'individu fa
de jove, c;41 el consum que el mateix individu faria de gran i § és la mateixa constant que en les
funcions dels membres de G1. Cada periode, G1 esta format per m individus identics. Els membres
de G1 no poden tenir fills, pero poden acumular el bé. Els membres de G2 no poden acumular el
bé, pero poden tenir fills. Acumular capital no té cost i cada unitat acumulada en un periode esta
disponible per a ser consumida el periode segiient. Tenir fills té un cost de y > 0 unitats de bé per
till. Cada fill transfereix una unitat de bé al seu progenitor quan aquest és gran (interpreta que, en
el periode que es tenen els fills, aquests no sén agents economicament actius: és com si no

existissin).

(i) Determina quant capital acumula cada individu de G1 de jove, la trajectoria d’acumulacio de
I'estoc total de capital i els valors positius de l'estoc total de capital en tots els estats

estacionaris.

(ii) Determina quants fills té cada individu de G2 de jove, la trajectoria de la poblacio de G2 i la

poblacié de G2 en tots els estats estacionaris.

Exercici 28. Vida llarga i vida curta. Només hi ha un bé, que es pot acumular. Cada generacio esta

formada per dos grups, G1 i G2. G1 inclou n membres, els quals viuen dos periodes consecutius.
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G2 esta constituit per m membres, els quals viuen un periode. Els membres de G1 no tenen
dotacio, ni de joves ni de grans. Els membres de G2 tenen com a dotacio x > 0 unitats de treball,
que ofereixen cada periode a canvi d’un salari. La funcié de produccié és Y, = K,% - L,'~%, on K, és
l'estoc total de capital que acumulen els joves del periode t — 1, L, és la quantitat total de treball de
I'economia en ¢ i @ és una constant entre 0 i 1. El salari és la productivitat marginal del treball
segons la funcié de produccio. La remuneracio del capital es reparteix igualitariament cada
periode entre tots els membres de G1. La funcié d’utilitat de cada individu jove de G1 en el
periode t és u; = (c.)? - c;41, On ¢, és el consum que I'individu fa de jove, c,,; el consum que el

mateix individu fara de grani f > 0 és una constant.

Determina quant capital acumula cada individu de G1 de jove, la trajectoria d’acumulacié de

I’estoc total de capital i els valors positius de 1’estoc total de capital en tots els estats estacionaris.

Exercici 29. Funci6 d’utilitat CES. Només hi ha un bé, que es pot acumular. Cada generacio esta
formada per dos grups, G1 i G2, cadascun amb n membres, que viuen dos periodes consecutius.
Els membres de G1 tenen com a dotacio x unitats de treball de joves i cap de grans; els de G2, cap
de joves i x de grans. La funcié de produccié és ¥; = K,* - L,' ™%, on K, és I'estoc total de capital que
acumulen els joves del periode t — 1, L, és la quantitat total de treball de 'economia en t i a és una
constant entre 0 i 1. La funcié d’utilitat de tot individu jove en el periode t és u, = (c.® +
CrarP )UB, on ¢; és el consum que l'individu fa de jove, c¢;4; el consum que el mateix individu fara

de grani f# > 0 és una constant.

Determina quant capital acumula cada individu de jove, la trajectoria d’acumulacié de I'estoc total

de capital i els valors positius de I'estoc total de capital en tots els estats estacionaris.

Exercici 30. Despesa publica i produccid. Només hi ha un bé, que es pot acumular. Cada
generacio esta formada per n membres. Cada individu viu dos periodes consecutius i té, com a
dotacio, una unitat de bé de jove i cap de gran. La funcio d’utilitat de cada individu jove en el
periode t és u; = c; - (¢;41)?, on ¢, és el consum que I'individu fa de jove, c,,; el consum que el
mateix individu fara de gran i f > 0 és una constant. La funci6 de producci6 és Y; = (- n) - K,“ -
L%, on K, és l'estoc total de capital que acumulen els joves del periode t — 1, L; és la quantitat
total de treball de 'economia en t, T és un impost que paga cada jove de cada periode i a és una
constant entre 0 i 1. El salari és la productivitat marginal del treball segons la funcié de produccio.

El preu del capital és la productivitat marginal del treball segons la funci6 de produccio.

(i) Calcula el capital que acumula cada individu de jove, la trajectoria d’acumulacié de 1’estoc

total de capital i els valors positius de 'estoc total de capital en tots els estats estacionaris.
(ii) Respona (i) si T = 0 (no es paguen imposts).

(iii) Respon a (i) si 7 - n, en comptes de ser la recaptacié d’un impost, s'obté amb una emissi6 de
bons emesos pel govern cada periode (i venciment al periode segiient) i el pagament dels

bons al venciment es fa mitjancant el refinancament del deute amb més bons.
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(iv)  Respon a (i) si T = 0 (no es paguen imposts) i la funcié de produccid és una d’elasticitat de
substitucié constant (CES): Y; = (a - K.Y + (1 — a) - L,/)Y/".

Ejercicio 31. Ocio y produccion. Hay n individuos idénticos. Viven dos periodos consecutivos.
Cada individuo joven cuenta con una unidad de factor trabajo. Esta unidad puede emplearse en
producir (a cambio de un salario) o en actividades de ocio. La funcion de utilidad de todo joven en
t es uy =c - cepq - (1 —x¢), donde x, representa la cantidad de factor trabajo que el individuo
joven dedica a la produccion. Todo individuo joven puede acumular su salario en forma de
capital. Los ingresos de todos los individuos mayores provienen de la venta del capital acumulado
en el periodo anterior. La funcién de produccién agregada en todo t es Y, = K,* - L,, donde K, és
la cantidad total de capital disponible en t (acumulado en t — 1), L; es el volumen total de factor
trabajo que los individuos emplean en producir y a es una constante positiva. Para todo ¢,
Y, =0y K + w; - L;, donde o0; es la remuneracion por unidad de capital que reciben los que
venden capital y w, es el salario que reciben los que proveen factor trabajo. Cada periodo el pago

total w, - L, al factor L es el doble del pago total que recibe el factor K.

Determina qué fraccion de su dotacion de trabajo emplea en ocio un individuo joven, el volumen
de capital que acumula cada individuo joven, la trayectoria de acumulacion de la cantidad total de
capital, los valores del capital total en todos los estados estacionarios y tanto la produccion per

capita como la produccion por unidad de trabajo en los estados estacionarios.

Ejercicio 32. Globalizacion. Hay dos economias, E1 y E2. En cada una hay n individuos idénticos.
Cada uno de ellos vive dos periodos consecutivos. Todos los individuos cuentan con una unidad
de trabajo cuando son jovenes. Los jovenes pueden acumular en forma de capital la remuneraciéon
por la venta de su trabajo. Este capital acumulado en un periodo sélo puede utilizarse (para
producir) en el periodo siguiente. K, es la cantidad total de capital disponible en t (acumulado en
t —1) y L; es el volumen total de trabajo. En E1 la funcion de utilidad de todo joven es u; = ¢, -
(ce+1)?, donde 0 < B <1, y la funcién de produccién es Y, = K,*/? - L,*/?. En E2 la funcién de
utilidad de todo joven es u, =c¢; ¢ty vy la funcion de produccion es Y; =K, -L;. En El1 la
retribucion a los factores de produccion es igual a la productividad marginal del factor. En E2 la

retribucion total que recibe el factor K es el doble de la retribucion total que recibe L.

(i) Determina, para cada economia, el volumen de capital que acumula cada individuo joven,
la trayectoria de acumulacion de la cantidad total de capital, los valores del capital total en

todos los estados estacionarios y la produccion per capita en los estados estacionarios.

(i)  Supdn que los miembros de E1 pueden, de jovenes, trabajar en E2, pero el capital que
acumulan se empleara en E1. Calcula qué proporcion de la poblacidon de E1 trabajaria en E2

en cada estado estacionario y compara los precios de los factores con los obtenidos en (i).

(iii) Supdn que los miembros de E1 tienen que trabajar en E1 de jovenes pero, de mayores,

pueden vender su capital en E2. Calcula qué proporcion de la poblacion de E1 invertiria su
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capital en E2 en cada estado estacionario y compara los precios de los factores con los

obtenidos en (i).

Ejercicio 33. Producciéon. Hay n individuos idénticos. Todo individuo vive dos periodos
consecutivos. Existe un unico bien, que puede acumularse de un periodo al siguiente. Cada
individuo dispone de x unidades de trabajo cuando es joven, que se ofrecen a cambio de un

salario. La funcién de utilidad de un individuo joven en t es u; = (c;)? - c;4,, donde g > 1.

La funcién de produccién agregada en todo t es Y, = A - K,* - L,'™%, donde K; es la cantidad total
de capital disponible en t (acumulado en t — 1), L; es el nimero total de unidades de trabajo en ¢,
A es una constante positiva y a es una constante entre cero y uno. K y L se remuneran segun su

productividad marginal.

(i) Calcula el volumen de capital que acumula cada individuo joven, la trayectoria de
acumulacion de la cantidad total de capital, los valores del capital total en todos los estados

estacionarios y la produccion per capita en los estados estacionarios.

(i)  Explica y determina cémo afecta un cambio de A al volumen de capital que acumula cada
individuo joven, a la trayectoria de acumulacion de la cantidad total de capital, a los
valores del capital total en todos los estados estacionarios y a la produccion per capita en

los estados estacionarios.

Ejercicio 34. Brecha en la acumulacién. Hay n individuos idénticos. Todo individuo vive dos
periodos consecutivos. Existe un tnico bien. El bien puede acumularse, pero solo puede utilizarse
dos periodos después: la cantidad de bien que se acumule en el periodo t sélo es utilizable en
t + 2. Cada individuo joven dispone de una unidad de trabajo, que ofrece a cambio de un salario.
Todo individuo joven en t tiene como funcion de utilidad u; = ¢; - ¢;4. La funcion de produccién
agregada en todo t es Y, = K, -L,'% donde K, es la cantidad total de capital disponible en t
(acumulado en t — 2), L; es el nimero total de unidades de trabajo en t y a es una constante entre

cero y uno. K y L se remuneran segun su productividad marginal.
(i) Calcula el volumen de capital que acumula cada individuo joven, la trayectoria de
acumulacion de la cantidad total de capital, los valores del capital total en todos los estados

estacionarios y la produccion per capita en los estados estacionarios.

(i)  Explica cdmo un cambio de a afecta a las respuestas del apartado (i).
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