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1. Objectiu del tema: desenvolupar teories que expliquin d’on surten les funcions de demanda individuals.

2. Primera teoria: basada en la noció d’utilitat. La hipòtesi de la qual parteix aquesta teoria és que, per a cada bé, el consumidor disposa d’una funció d’utilitat que mesura la utilitat o satisfaccció total que n’obté del consum del bé.

3. Considerem el cas de dos béns, X i Y. El consumidor disposarà d’una funció d’utilitat u(x) del bé X que determina la satisfacció total que el consumidor obté quan consumeix x unitats del bé X (durant un període de temps determinat que no especifiquem). I tanmateix disposarà d’una funció d’utilitat v(y) del bé Y que determina la satisfacció total que el consumidor obté quan consumeix y unitats del bé Y (durant un període de temps determinat que no especifiquem)

4. Mesura de la utilitat. Suposarem que el consumidor mesura la seva utilitat en unitats monetàries (UM). Així, si u(5) = 10 i v(3) = 20 interpretarem que el consumidor obté la mateixa satisfacció consumint 5 unitats d’X que disposant de 10 UM i que obté la mateixa satisfacció consumint 3 unitats d’Y que tenint 20 UM. Dit d’una altra manera, el consumidor és indiferent: (i) entre tenir 5 unitats d’X i tenir 10 UM; i (ii) entre tenir 3 unitats d’Y i tenir 20 UM.

5. Exemple. Per a 0 ( x ( 100, sigui u(x) = 100x – x/2. Per tant, u(0) = 0, u(1) = 99’5, u(2) = 198, u(3) = 295’5...

6. Propietat de les funcions d’utilitat. Se suposen creixents: si augmenta (disminueix) la quantitat consu-mida del bé, la utilitat corresponent també augmenta (disminueix) [comprova que la funció d’utilitat del punt 5 és creixent]. Quan mesurem la utilitat en UM suposem que el consumidor sempre prefereix tenir més diner a tenir-ne menys. D’aquesta manera, que u(1) = 99’5 i u(2) = 198 significa que el consumidor prefereix consumir dues unitats d’X a només una perquè la compensació monetària (mínima) que demanaria per a deixar de consumir les dues primeres unitats (198 UM) és més gran que la que demanaria per a a deixar de consumir només la primera (99’5 UM).

7. Utilitat marginal. La diferència u(2) – u(1) = 99’5 UM representa la quantitat de diner que deixa al consumidor indiferent entre consumir la segona unitat d’X (quan ja ha consumit la primera unitat) i rebre aquesta diferència. En aquest cas, un cop consumida la primera unitat, el consumidor és indiferent entre consumir la segona i rebre 198 – 99’5 =  99’5 UM. La diferència u(2) – u(1) s’anomena “utilitat marginal de la segona unitat d’X” i representa l’augment d’utilitat quan el consumidor passa de consumir la primera a consumir la segona unitat. Si la funció u es defineix sobre valors d’X discrets, la funció d’utilitat marginal d’X és la funció que determina la utilitat addicional que aporta la darrera unitat d’X consumida. Per tant, la utilitat marginal UMg(x) de consumir l’x-ésima unitat serà UMg(x) – UMg(x – 1): si la utilitat abans de consumir la darrera unitat x era UMg(x – 1) i la utilitat després de consumir-la puja a UMg(x), la diferència és la contribució de la darrera unitat a la utilitat (total); és a dir, la utilitat marginal de l’x-ésima unitat. Quan X es mesura en un continu, UMg(x) és la derivada d’u respecte d’x al punt corresponent. Per exemple, si u(x) = 100x – x/2, aleshores UMg(x) := du / dx = 100 – x; així, si x = 10, UMg(10) = 100 – 10 = 90. La interpretació és que, quan es consumeixen 10 unitats d’X, la utilitat de la “darrera” unitat són 90 UM. En correspondència amb aquesta interpretació, s’assumirà que UMg(10) = 90 significa que el consumidor està disposat a pagar (com a màxim) 90 UM per la “darrera” de les 10 unitats.

8. Propietat de les funcions d’utilitat marginal. Se suposen decreixents, significant que cada unitat addicional consumida del bé afegeix cada cop menys utilitat [comprova que la funció d’utilitat marginal que s’obté de la funció d’utilitat del punt 5 és decreixent]. Quan la funció d’utilitat marginal és decreixent, la funció d’utilitat creix però cada cop menys, indicant un efecte “sadollament” en el consum del bé; vegeu la Fig. 1.
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9. Si la utilitat pot decréixer amb el consum d’un bé, tindrem que utilitat decreixent implicarà utilitat marginal negativa: consumir més del bé resta (en comptes d’afegir) utilitat. P.e., si u(x) = 100x – x/2 és vàlida per a x > 100, tenim que 4950 = u(110) < u(100) = 5000. Això significa que consumir les últimes 10 unitats de les 110 comporta  una reducció de la utilitat en 50 unitats.

10. Nota: com la funció UMg és la derivada de la funció u, podem recuperar (essencialment) u integrant UMg. De fet, la suma de les utilitats marginals de totes les unitats fins a l’x-ésima ha de ser la utilitat (total) de consumir les x unitats. P.e., si x = 50, l’àrea compresa entre la funció d’UMg, la recta vertical que talla en x = 50 i els eixos (área igual a la suma de l’àrea del triangle A i el rectangle B a la Fig. 2) és justament el valor u(50). [Comprova-ho]

11. A continuació es demostrarà que la funció d’utilitat marginal d’un bé és la funció de demanda individual d’aquest bé quan el consumidor és preu-acceptant i té com a objectiu maximitzar el seu excedent, definit com a diferència entre la utilitat de la quantitat comprada i la despesa feta en la compra. Sigui p* el preu de mercat d’X a la Fig. 3 i UMg la funció d’utilitat marginal del consu-midor. Es tracta de demostrar que si el preu és p* el con-sumidor demandarà la quantitat x* tal que UMg(x*) = p*.

12. Provem-ho per contradicció: suposem que, donat p*, el consumidor tria una quantitat x' d’X different d’x* i que aquesta quantitat maximitza el seu excedent E(x) = u(x) – p*x (la diferència entre la utilitat que obté de consumir x unitats i la despesa que ha de fer per a obtenir les x unitats). Cas 1: x' < x*. En aquest cas, si el consumidor consumís la quantitat x* superior a x', hauria de fer una despesa addicional igual a l’àrea del rectangle abx*x' i, a canvi, obtindria una utilitat addicional per la quantitat x* – x' igual al área de la figura delimitada pels punts cbx*x'. Com la utilitat addicional és superior a la despesa addicional, el consumidor augmentaria el seu excedent en la quantia donada per l’àrea de la figura delimitada pels punts abc. Això contradiu la hipòtesi que el consumidor maximitzava l’excedent triant x'.
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Fig. 3. Obtenció d’una funció de demanda individual

13. Cas 2: x' > x*. Sigui x' la quantitat x'' de la Fig. 3. En aquest cas, si el consumidor consumís la quantitat x* inferior a x'', reduiria la despesa en un import igual a l’àrea del rectangle fbx*x'. A canvi d’obtenir aquests diners, perdria la utilitat derivada del consum de les unitats entre x* i x''. Aquesta utilitat perduda equival a l’àrea de la figura delimitada pels punts gbx*x''. Com el guany en diners és superior a la pèrdua equivalent de diners derivada de la reducció del consum, el consumidor incrementaria el seu excendet consumint x* en comptes d’x''. Com tant el cas x' < x* com el cas x' > x* porta a una contradicció, s’ha de tenir que x' = x*.

14. Exemple. Sigui u la funció d’utilitat del punt 5 i p* = 60. Si l’objectiu del consumidor és de maximitzar E(x) = u(x) – 60x, cal que UMg(x) – 60 = 0. Donat que UMg(x) = 100 – x, el valor x* que maximitza l’excedent és tal que 100 – x* = 60; això és, x* = 40. Quan x* = 40 i p* = 60, l’excedent és u(40) – 60·40 = 3200 – 2400 = 800. Qualsevol altre valor d’x implica un excedent inferior. Amb x = 39, l’excedent és 3139’5 – 2340 = 799’5: comprar 39 en comptes de 40 suposa tenir 60 UM més; però perdre aquest consum implica perdre una utilitat equivalent en diners a 60’5 UM. Per tant, els diners guanyats en utilitat en passar de comprar 39 a 40 unitats representen un import més gran que les 60 UM perdudes en la compra, i la maximització de l’excedent requereix comprar la unitat addicional. D’altra banda, amb x = 41, l’excedent és 3259’5 – 2460 = 799’5: comprar 41 unitats en comptes de 40 implica un increment d’utilitat equivalent a 59’5 UM, pel qual s’han de pagar 60 UM. És clar que la unitat 41 comporta una despesa superior a la utilitat en diner, la qual cosa fa que l’excedent augmenti renunciant a la compra d’aquesta unitat 41.

14. De fet, si l’objectiu és maximitzar E(x) = u(x) – p*x (la diferència entre el guany d’utilitat en diners i el cost en diners de comprar la quantitat x) i u és derivable, tenim que la condició necessària per a maximitzar E(x) és que la derivada respecte d’x sigui zero. És a dir, du/dx– p* = 0. Però du/dx és la funció d’utilitat marginal. Per tant, la quantitat x* que maximitza E(x) = u(x) – p*x satisfà UMg(x*) = p*. O, el que és el mateix, UMg(x*)/p* = 1. Aquesta quantitat és justament x* a la Fig. 3.

15. Com a conseqüència de l’anterior, si el preu és p, la quantitat demandada coincideix amb la quantitat x tal que UMg(x) = p. Gràficament, només cal fixar el preu p a la Fig. 3 i buscar horitzontalment la funció UMg i seleccionar com a quantitat demandada la que determina la funció al preu p. Això fa que la funció UMg coincideixi amb la funció de demanda del consumidor.

16. La condició UMg/p* = 1 és vàlida per a l’altre bé. D’aquesta manera, si px és el preu d’X, py és el preu d’Y, UMgx és la funció d’utilitat marginal del bé X i UMgy és la funció d’utilitat marginal del bé Y, tindrem que el consumidor preu-acceptant maximitzador del seu excedent conjunt E(x) + E(y) = (u(x) – pxx) + (v(y) – pyy) triarà un lot (x*, y*) tal que UMgx(x*)/px = 1 i UMgy(x*)/py = 1. És a dir, un lot (x*, y*) tal que UMgx(x*)/px = UMgy(x*)/py. Això deriva del fet que, maximitzant l’excedent conjunt respecte d’x, tenim que el valor òptim x* satisfà UMgx(x*)/px = 1 i maximitzant-lo respecte d’y, el valor òptim y* satisfà UMgy(y*)/py = 1

17. El terme UMgx(x*)/px és la utilitat obtinguda pel consumidor de l’última UM esmerçada en el bé X quan adquireix x* unitats d’X, en tant que UMgy(y*)/py és la utilitat obtinguda pel consumidor de l’última UM esmerçada en el bé Y quan adquireix y* unitats d’Y. Per tant, si el consumidor vol maximitzar l’excedent conjunt derivat del consum d’X i d’Y, ha de seleccionar un lot en què l’última UM dedicada a la compra d’un bé proporcioni la mateixa utilitat comprant bé X que bé Y. De fet, si UMgx(x*)/px > UMgy(y*)/py, aleshores el consumidor incrementaria el seu excedent alliberant una UM de la compra d’Y (la qual cosa suposaria una pèrdua d’utilitat igual a UMgy(y*)/py) i dedicant-la a la compra d’X (la qual cosa comportaria un guany utilitat igual a UMgx(x*)/px).

18. En mesurar la utilitat en diner, la utilitat de tenir una UM més és justament una UM més. D’altra banda, el preu en UM d’una UM és una UM (quans euros val un euro?). Per aquest motiu, el número 1 de la condició UMg/p* = 1 representa la utilitat de retenir una UM i no dedicar-la a comprar res; o el que és el mateix, la utilitat marginal del diner és constant i igual a la unitat. El fet que UMgx(x*)/px i UMgy(y*)/py hagin de ser igual a la unitat indica que, quan el consumidor maximitza l’excedent conjunt comprant x* d’X i y* d’Y, s’ha de trobar indiferent entre retenir en forma de diner l’última UM dedicada a comprar béns, esmerçar-la en la compra d’X o esmerçar-la en la compra d’Y.

19. Exemple. Sigui u(x) la funció del punt 5, px = 60, v(y) = 50y – y/8 i py = 30. El consum d’X maximitzador de l’excedent ha estat calculat a 14: x* = 60. Ara, el consum y* d’Y que maximitza v(y) – 30y satisfà UMgy(y*) = 30. Com UMgy(y) = 50 – y/4, busquem y* tal que 50 – y*/4 = 30. D’aquí, y* = 80.

20. Segona teoria: basada en la noció de preferència. La primera teoria té algunes limitacions, com ara que cal mesurar la “satisfacció” derivada del consum de béns, que la mesura d’aquesta satisfacció és en UM o que implícitament la satisfacció derivada del consum d’un lot (x, y) és la suma de la satisfacció u(x) + v(y) que proporciona cada bé per separat.

21. Considerarem ara una segona teoria més general. Aquesta teoria es basa en la idea que el consumidor pot ordenar els diferents lots (x, y) consistents en x unitats del bé X i y unitats del bé Y. En particular, per a cada lot (x, y), el consumidor serà capaç de determinar quins altres lots són més preferits que (x, y), quins altres són menys preferits que (x, y) i, per últim, quins altres són indiferents a (x, y).
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22. Donat un lot com ara el lot a a la Fig. 4 (consistent en dues unitats d’X i 10 unitats d’Y), definim el conjunt d’indiferència d’a com el conjunt de lots que el consumidor considera indiferents a a. Tot i que no cal recórrer a nocions d’utilitat o satisfacció, podríem inter-pretar que el consumidor considera un lot (x, y) indiferent a un altre lot (x', y') si consumir (x, y) proporciona la mateixa utilitat o satisfacció que consumir (x', y').

23. Les propietats que se suposin que satisfan les preferències del consumidor determinaran les propietats dels conjunts d’indiferència. No entrarem ara a detallar les propietats bàsiques de les preferències sinó a assumir algunes de les conseqüències. Dues d’elles són que els conjunts d’indiferència formen corbes contínues i no creixents com ara la representada a la Fig. 4. En aquest cas es parla de corbes d’indiferència en comptes de conjunts d’indiferència. El fet que els lots a, b i c a la Fig. 4 s’estiguin sobre la mateixa corba d’indiferència indica que el consumidor és indiferent entre ells: tots els lots generen la mateixa utilitat, però no especifiquem quina és aquesta utilitat. Una corba d’indiferència diu que al consumidor li agraden tots els lots sobre la corba per igual però no mostra quant li agraden.

24. El fet que la corba d’indiferència de la Fig. 4 sigui decreixent indica que si, partint d’un cert lot, el consumidor vol aconseguir un altre que li agradi el mateix que el lot inicial però en què la quantitat d’un dels béns sigui més gran aleshores la quantitat de l’altre bé ha de ser inferior. P.e., la corba de la Fig. 4 assenyala que si, partint del lot a, el consumidor incrementa 3 unitats el consum d’X (des de 2 fins a 5), aleshores, per a què el nou lot sigui indiferent al lot a cal que es redueixi el con-sum d’Y en 6 unitats (des de 10 fins a 4). La corba indica una relació d’intercanvi o substitució entre els dos béns que permet mantenir constant la satisfacció: a la Fig. 4, al consumidor li és igual tenir el lot a que el lot resultant de desfer-se’n de 6 unitats d’Y a canvi d’obtenir 3 més d’X. En aquest cas es diu que, partint del lot a, el consumidor està disposat a renunciar a 6 unitats d’Y per tal d’obtenir 3 unitats més d’X. El quocient y/x (calculat sobre una mateixa corba d’indiferència) és la relació de substitució del bé Y per l’X. A l’exemple anterior, y/x = 6/3 = 2 significa que, com a mitjana, el consumidor està disposat a renunciar a 2 unitats d’Y per a obtenir una més d’X i aconseguir un lot indiferent al lot inicial a.
25. El càlcul de les relacions de substitució depèn del lot del qual partim i de la variació considerada d’un dels béns. P.e., a la Fig. 4, si el consumidor, partint d’a, volgués incrementar 6 unitats X en comptes de 3, aleshores la relació de substitució seria y/x = 7/3 = 2’3. Per a fer el càlcul independent de l’increment es consideren canvis infinitesimals, de manera que es parla de la relació marginal de substitució. La relació marginal de substitució del bé Y pel bé X (RMSY,X) al lot (x, y) és la quantitat d’Y necessària per a compensar una pèrdua marginal d’X o la quantitat d’Y a què cal renunciar per a compensar un guany marginal d’X. Geomètricament, l’RMSY,X al lot (x, y) és el pendent (en valor absolut) de la recta tangent a la corba d’indiferència que conté (x, y).

26. Exemple. Si y = 4/x és l’expressió que defineix una corba d’indiferència, aleshores l’RMSY,X al lot (x, y) és(dy/dx(=(– 4/x(= 4/x. Aquest resultat indica que l’RMS depèn de la quantitat d’x de la qual es disposa al lot inicial. Si el lot és (x, y) = (0’5, 8), l’RMS és 16; si és (x, y) = (1, 4), l’RMS és 4; i si és (x, y) = (2, 2), l’RMS és 1.

27. Una tercera propietat de les corbes d’indiferència que generalment s’assumeix és que l’RMS sigui decreixent: augments iguals en la quantitat d’un bé implica renunciar a cada cop menys quantitat de l’altre bé per a mantenir-se sobre la corba d’indiferència. Geomètricament, a mesura que calculem l’RMS sobre diferents lots baixant sobre una corba d’indiferència, el pendent de la corba en el lot considerat es va fent (en valor absolut) més petit (la forma de la corba és estrictament convexa). P.e., partint del lot a de la Fig. 4, el primer increment en 3 unitats d’X (el pas d’a a b) exigeix renunciar a 6 unitats d’Y; en canvi, el segon increment de 3 unitats (el pas de b a c), només exigeix renunciar a una unitat d’Y. I augments successius en aquestes 3 unitats encara portarien a reduir més la quantitat d’Y que cal sacrificar per a mantenir-se sobre la mateixa corba d’indiferència.

28. La hipòtesi que el consumidor pot ordenar tots els lots implica que per a cada lot passa una corba d’indiferència. El mapa que especifica totes les corbes d’indiferència s’anomena mapa d’indiferència (vegeu la Fig. 5).

29. Propietats del mapa d’indiferència. (i) Els lots a corbes més allunyades de l’origen representen lots més preferits que els lots continguts a corbes més properes a l’origen. Les preferències es diuen monòtones si un lot que conté tant de tots dos béns com un altre i conté més d’algun dels dos béns és més preferit que l’altre lot. Preferències monòtones significa que el consumidor prefereix tenir més a tenir-ne menys. P.e., si les preferències són monòtones, el consumidor prefereix el lot (2, 5) al lot (2, 4) i al lot (1, 3). En canvi, aquesta propietat no permet determinar si el consumidor prefereix el lot (1, 2) al lot (2, 1) o viceversa. La propietat (i) és una implicació de la monotonia de les preferències.

30. (ii) Dues corbes d’indiferència no es poden creuar. Combinada amb la monotonia de les preferències, aquesta propietat expressa la idea de consistència de les preferències. P.e., suposem que es dóna el cas de la Fig. 6 i que les preferències són monòtones. Aleshores, b és indiferent a a (perquè es troben sobre la mateixa corba d’indiferència) i a és indiferent a c (per la mateixa raó). La consistència de les preferències exigiria que b fos indiferent a c, però la Fig. 6 indica que b és un lot preferit a c, ja que b conté més quantitat de tots dos béns. Per tant, aquesta contradicció prova que el cas de la Fig. 6 no pot donar-se amb preferències consistents i monòtones. 
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        Fig. 6. Cas no permès          Fig. 7. Béns substitutius perfectes

31. Altres formes de les corbes d’indiferència. No en tots el casos és raonable assumir una RMS decreixent. P.e., l’RMS pot ser constant: el consumidor està disposat a substituir un bé per un altre a una taxa constant. En un cas com aquest, es parla de béns substitutius perfectes i el mapa d’indiferència consisteix en rectes paral·leles i decreixents; vegeu la Fig. 7, on l’ RMSY,X és constant i igual a 2. Això vol dir que, per a manternir-se a una corba d’indiferència determinada després d’un augment d’x unitats del bé X cal renunciar a 2x unitats del bé Y. Un segon exemple el defineixen els béns complementaris perfectes, que es consumeixen en proporcions fixes. P.e., si el consumidor vol consumir 3 unitats d’X per cada unitat d’Y, la Fig. 8 representa les corbes d’indiferència resultants. La corba d’indiferència que conté el lot (x, y) = (3, 1) indica que un augment de la quantitat d’Y quan la quantitat d’X es manté en 3 deixa indiferent el consumidor, perquè no consumeix unitats d’Y que no pugui acompanyar amb el triple d’X. El deixa igualment indiferent un augment de la quantitat d’X quan la quantitat d’Y es manté en 1, ja que no pot acompanyar les unitats addicionals d’X amb la proporció desitjada d’Y.
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32. Introducció de les funcions d’utilitat. Podem introduir funcions d’utilitat definides sobre els lots merament com a instrument per a representar numèricament les preferèn-cies. Assignarem a cada lot a = (x, y) un número u(a) arbitrari, que podem interpretar com a la “utilitat” (en unitats arbitràries) que obté el consumidor del consum del lot a. La única condició que imposem a l’assignació de números als lots és que respectin la preferència del consumidor, en el següent sentit: (i) si el consumidor considera els lots a i b indiferents (a i b es troben sobre la mateixa corba d’indiferència), aleshores cal assignar el mateix número a a i a b, de manera que u(a) = u(b); i (ii) si el consumidor considera el lot a preferit al lot b (a es troba sobre una corba d’indiferència més allunyada de l’origen que b) aleshores cal assignar un número més gran a a que a b, tenint-se per tant que u(a) > u(b). Qualsevol manera d’assignar números als lots que satisfaci aquestes condicions serà un funció d’utilitat vàlida per a representar numèricament les preferències del consumidor. De fet, només cal considerar el mapa d’indiferència i donar números a les corbes d’indiferència de forma que corbes més allunyades de l’origen rebin un número més gran que les corbes més properes a l’origen. La importància de la funció d’utilitat només rau en la capacitat de reconstruir les corbes d’indiferència de la preferència representada per la funció d’utilitat.

33. Exemple. Una funció d’utilitat que representa les preferències representades a la Fig. 7 és u(x, y) = 2x + y. Considereu la corba més propera a l’origen a la Fig. 7. Aquesta corba conté el lot (x, y) = (5, 0), el qual proporciona “utilitat” u(5, 0) = 10. Per tant, la corba més propera a l’origen consistent en els lots (x, y) tals que u(x, y) = 10. Així, l’expressió que defineix aquesta corba és 2x + y = 10; o el que és el mateix, y = 10 – 2x. Segons aquesta funció d’utilitat, es tracta de la corba amb nivell d’utilitat 10. Però en comptes d’u(x, y) = 2x + y, podríem haver representat les mateixes preferències amb una funció d’utilitat diferent v(x, y) = 1 + 2x + y. Segons aquesta funció, el lot (5, 0) proporciona “utilitat” v(5, 0) = 11 i la corba d’indiferència que conté aquest lot està definida per la condició 11 = 1 + 2x + y. És a dir, y = 10 – 2x. D’aquesta forma, obtenim la mateixa corba que abans. Això vol dir que tant u com v són funcions d’utilitat vàlides per a representar les preferències de la Fig. 7.
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