Reparto de bienes indivisibles

Economia con bienes indivisibles

Una economia esta formada por cuatro elementos: individuos, objetos (bienes indivisibles),
preferencias de los individuos sobre los objetos (representando lo que los individuos quieren) y
dotaciones de los individuos (que representan lo que los individuos tienen). Este modelo de una
economia con bienes indivisibles se debe a Lloyd Shapley y Herbert Scarf (1974).

* Un conjunto finito N={1, 2, ..., n} de n > 1 individuos (consumidores).

¢ Un conjunto finito X de n > 1 objetos (por simplicidad se considera el caso en que N y X tienen
el mismo namero n de elementos).

* Para cada individuo i, una preferencia R; sobre el conjunto de objetos X. Una preferencia
sobre X es una relacion binaria sobre X que es completa y transitiva. La relacion binaria R; sobre
X es completa si, para todo x € X ey € X, se tiene x Rj y o y Rj x o ambos. La relacion binaria R;
sobre X es transitiva si, para todo x € X, y € Xy z € X, tener x Rj y y tener y R; z implica tener x
Ri z. La interpretaciéon de x R; y es que el individuo i no prefiere estrictamente y a x (de manera
equivalente, x es estrictamente preferido o indiferente a v).

Dada una preferencia R;, P; designa el componente estricto de R;: x P; y si, y s6lo si, x R; y pero
no y R x. Por tanto, x P; y significa que x es estrictamente preferido a y.

Dada una preferencia R;, Ij designa el componente simétrico de Ri: x Ij y si, y s6lo si, x Rj y y
también y R; x. Asi pues, x [ y significa que x es indiferente a y (y, por ello, y es indiferente a x).

Un perfil de preferencias es un vector R = (R;, Ry, ... , Rn) que indica la preferencia sobre X
correspondiente a cada individuo.

* Una asignacion inicial de los objetos a los individuos denominada dotacion, en donde una
asignacion a consiste en una distribucion a = (o, o, ..., an) de los objetos entre los individuos
de manera que: (i) cada individuo i recibe un solo objeto aj; y (ii) ningun objeto se asigna a dos
individuos distintos. Una dotacion estara representada por un vector w = (wi, w, ... , wn) tal que
X ={wy, wy, ..., wn}. En la dotacién w se interpreta que el individuo i es propietario del objeto w;.

El problema

El problema que se pretende estudiar es el siguiente: dada una dotacion y las preferencias de los
individuos, ;a qué asignaciones puede llegarse si se permite a los individuos intercambiar los
objetos que poseen libremente?

A continuacion se presentan dos soluciones, inspiradas en dos enfoques opuestos: el enfoque
cooperativo (intercambio basado en la negociacién y la formacion de coaliciones) y el enfoque
no cooperativo (intercambio basado en precios y en mercados competitivos). El enfoque
cooperativo conduce al concepto de nticleo de una economia; el no cooperativo, al de equilibrio
de una economia. Se presentaran también las principales relaciones entre ambos conceptos.
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Asignacion Paretoeficiente
Una asignacion a es Paretoeficiente, dado un perfil de preferencias R, si no hay otra asignacion
B tal que: (i) para algun individuo i, B(i) P; a(i); y (ii) para ningan individuo i, a(i) P; B(i).

Ejemplo
SeaN=1{1,2 3,4y X=1{a b, c, d}. Consideremos el siguiente perfil de preferencias

Ry Ry, R; Ry
a b b
c c a

ook

Fig. 1

a
b
©
d

en donde la columna R; representa la preferencia (en este caso, estricta) del individuo i € N. Sea
a la asignacion (b, d, ¢, a), en donde 1 recibe b, 2 recibe d, 3 recibe c y 4 recibe a. Esta asignacion
no es Paretoeficiente ya que existe la asignacion B = (4, d, ¢, b): comparando a y f, alguien
prefiere el objeto recibido en B al recibido en a (por ejemplo, el individuo 1) y nadie prefiere el
objeto recibido en a al recibido en B. Intuitivamente, a. no es Paretoeficiente porque algun
individuo mejora en el paso de a a B (los individuos 1 y 4) y ninguno empeora (1 y 4 mejoran; 2
y 3 se mantienen igual). Es de destacar que el juicio sobre si una asignacion es Paretoeficiente no
depende de las dotaciones (de como los objetos estén repartidos entre los individuos).

Asignaciones vetables fuertemente
Dado un perfil de preferencias R y un asignacion inicial w de los objetos, la coalicion de
individuos C N puede vetar fuertemente la asignacion a si existe otra asignacion f tal que:

(i) el conjunto {x € X: para algin i € C, (i) = x} de los objetos que reciben los miembros
de la coalicion C en B coincide con el conjunto {x € X: para algin i € C, w; = x} de los
objetos que tienen los miembros de C;

(i) paratodoi e C, B(i) P; a(i).

La asignacion a es vetable fuertemente por la coalicion C si los miembros de la coalicion C
tienen alguna manera de repartirse sus dotaciones (no los objetos que les corresponde en o) de
manera que todos mejoran con respecto a a.

Conjunto C(R, w) de asignaciones del nticleo

Dado un perfil de preferencias R y un asignacion inicial w, el conjunto C(R, w) de asignaciones
del nucleo estd formada por aquellas asignaciones que ninguna coalicidon puede vetar
fuertemente.

Asignaciones vetables débilmente
Dado un perfil de preferencias R y un asignacion inicial w, la coalicion de individuos C < N
puede vetar débilmente la asignacion a si existe otra asignacion B tal que:
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(i) {x e X:paraalguni e C, f(i) =x}={x € X: paraalguni € C, w: = x};
(i) paraalguni e C, B(i) P; a(i); y
(iif) paratodoi e C, obien B(i) P; a(i), o bien B(i) I; a(i).
La asignacion o es vetable débilmente por la coalicion C si los miembros de la coaliciéon C tienen

alguna manera de repartirse sus dotaciones (no los objetos que les corresponde en o) de manera
que alguno mejora y nadie empeora con respecto a a.

Conjunto Ce(R, w) de asignaciones del nucleo estricto
Dado un perfil de preferencias R y un asignacidn inicial w, el conjunto Ce(R, w) de asignaciones
del nucleo estricto estd formado por aquellas asignaciones que ninguna coalicion puede vetar

débilmente. Dado que, obviamente, veto fuerte implica veto débil, se tiene que, para todo Ry w,

Ce(R, w) < C(R, w): si una asignacion no es vetable débilmente, tampoco es vetable fuertemente.

Conjunto P(R, w) de asignaciones Paretoeficientes

Dado un perfil de preferencias R y un asignacion inicial w, el conjunto P(R, w) de asignaciones
Paretoeficientes estd formado por aquellas asignaciones que la coalicion N formada por todos
los individuos (la “gran coaliciéon”) no puede vetar débilmente.

Ejemplo sobre asignaciones vetables

En el caso representado por la Fig. 1, en donde los circulos representan la dotacién, la
asignacion o = (b, d, c, a) es vetable débilmente por la coalicion {1, 2}. En primer lugar, la
coalicion {1, 2} dispone de los objetos {c, b}: el individuo 1 aporta c y el 2 aporta b. La coalicion
{1, 2} podra vetar débilmente la asignacion a si 1 y 2 pueden repartirse lo que tienen en la
dotacion (los objetos c y b) de manera que alguno mejora, y ninguno empeora, con respecto a lo
que les corresponde en la asignacion o. La idea es que o. es meramente una propuesta y, por
tanto, 1 y 2 no disponen de los objetos que les toca en a. Precisamente, de lo que se trata es de
determinar si 1 y 2 pueden poner alguna objecion al reparto o, es decir, si pueden desligarse de
la propuesta o y repartirse entre ellos los objetos con los que inicialmente cuentan (c y b) de
manera que alguien gane y nadie pierda con respecto a a. En el reparto de c y b en el que 1
recibe b y 2 recibe c se cumple que alguien mejora (2 mejora con respecto a o) y nadie empeora
(1 estd igual que en a). Por ello, {1, 2} puede vetar débilmente a. En cambio, {1, 2} no puede
vetar fuertemente a: no hay manera de repartir c y b entre 1 y 2 y conseguir que ambos mejoren
con respecto a lo que reciben en a.

Asignaciones de equilibrio E(R, w)
Dado un perfil de preferencias R y un asignacion inicial w, la asignacion a es una asignacion de
equilibrio si existe un vector n-dimensional (pi, pa, ..., pn) tal que, para todo individuo i € N:

(1) si i prefiere el objeto wj que inicialmente posee el individuo j al objeto a(i) que i recibe
en o, entonces pj > pi (el precio del objeto wj ha de ser superior al precio del objeto wj
que inicialmente tiene 7);

(i)  sia(i) es el objeto wj que inicialmente posee el individuo j entonces p; 2 pj.
El conjunto E(R, w) designa el conjunto de asignaciones de equilibrio, dado un perfil R.
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En el vector (pi, po, ..., pn), pi representa el precio del objeto w; que posee el individuo i. La idea
es que la asignacion o es una asignacion de equilibrio si, para todo individuo i, el objeto a; que i
recibe en o es el objeto mas preferido para i entre los objetos con un precio (valor) igual o
inferior al del objeto w; que i posee (intuitivamente, el precio p; de w; seria la renta de i: el valor
con el que i acude al mercado a comprar un objeto a cambio del que tiene).

Reiterando: cada individuo i posee inicialmente un objeto wj. Para definir un equilibrio, es
preciso determinar el valor de ese objeto. Para ello se define un vector de precios (pi, p2, ..., Pn),
de manera que px es el precio del objeto wx (el objeto poseido por el individuo k). La asignacién
a sera un equilibrio con el vector de precios (pi, pa, ..., pn) si, dado el valor de los objetos, todo
individuo recibe en a alguno de los objetos mas preferidos que es factible conseguir, donde el
objeto wj es factible para i si el precio de wj no es superior al precio p; del objeto w; que posee i.

Ejemplo de obtencion de asignaciones de equilibrio
Sea la economia representada en la Fig. 2, en donde los circulos indican el objeto w; que posee
cada individuo 7.

Ry R R; Tomemos una asignacion. Por ejemplo, o = (b, 4, ¢). ;Es una asigna-
a b a cién de equilibrio? Para hallar la respuesta, habra que tratar de en-
b @ c contrar un vector de precios (pa, pp, pc) tal que: (i) b sea el objeto mas

@ c @ preferido por 1 entre los que tienen un valor (segun el vector de
precios) igual o inferior a c (el objeto que posee inicialmente 1); (ii) a
Fig. 2 sea el objeto mas preferido por 2 entre los que tienen un valor igual
o inferior a 4; y (iii) ¢ sea el objeto mas preferido por 3 entre los que
tienen un valor igual o inferior a b.

Con respecto a 1, recibe b en a.. Dado que, en R;, 1 prefiere a a b, para que o sea de equilibrio es
necesario que 1 no pueda adquirir a con c; es decir, pa > pc. Por otro lado, dado que 1 tiene c y
recibe b en o, se precisa que el valor de ¢ permita adquirir b; esto es, pc > py. Del mismo modo,
dado que 3 tiene b y recibe c en a, se requiere que el valor de b permita adquirir c: pp = p.. Como
resultado de pc > py y pb > pc se tiene que pp = pc. Recordando que pa > pc, se concluye que pa > ph.
Esto significa que 2 podria adquirir b, que es preferido a lo que obtiene (el objecto a) en a. Como
resultado, o = (b, 4, c) no es una asignacion de equilibrio: no se pueden definir precios que hagan
que los objetos mas preferidos que puedan comprar los individuos estén dados por o.

Secuencias de ciclos de comercio de los objetos mas preferidos

Estas secuencias se basan en un algoritmo, atribuido a David Gale por Shapley y Shubik, que
permite determinar las asignaciones de equilibrio. La idea del algoritmo es que cada individuo i
“apunte” a un individuo que posea alguno de los objetos mas preferidos por i (cuando la
preferencia de i es estricta, i apunta a un tnico individuo, que puede ser él mismo). De este
modo se genera una secuencia en la que i; apunta a i, i, apunta a 73, i3 apunta a i, etc. Dado que
el conjunto de individuos es finito, llegard un momento en que alguno de los individuos apunte
a otro que ya aparece en la secuencia. Con ello se genera un ciclo iy > i, > i3 = ... > i, > 1.
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El ciclo anterior define una secuencia (i;, i, i3, ... , i), que a su vez permite definir una
asignacion en la que todos los miembros del ciclo obtienen su objeto mas preferido. La idea es
que los miembros del conjunto {i}, i, i3, ..., i;} ponen los objetos que poseen en comun y cada
uno escoge el objeto mas preferido (pensando en el cual habian apuntado a alguien). Por
construccidén de la secuencia, cada individuo escogera un tnico objeto y cada uno de ellos
escogera uno distinto. Eliminados los individuos del ciclo y los objetos que toman, se considera
el problema de asignacion de los objetos restantes entre los individuos no eliminados y se
vuelven a buscar ciclos de comercio. El conjunto de asignaciones obtenidas de esta manera se
designan por CC(R, w).

Ejemplo de obtencion de ciclos de comercio
Sea la economia de la parte izquierda de la Fig. 3, en donde los circulos indican el objeto w; que
posee cada individuo i.

R 1 Rz R3 R4 Rl Rz

a a a b d@
L, 07 ¢ °

© ¢

Escojamos un individuo cualquiera; por ejemplo 1. El objeto mas preferido de 1 lo tiene 4. Asi
que 1 apunta a 4: 1 — 4. El objeto mas preferido de 4 lo tiene 3. Asi que 4 apunta a 3: 4 — 3. El
objeto mas preferido de 3 lo tiene 4. Asi que 3 apunta a 4: 3 - 4. Y ya hemos identificado un
ciclo en la secuencia 1 - 4 — 3 — 4: el ciclo (4, 3, 4). Por tanto, 3 y 4 intercambian sus objetos: 3
se queda con a y 4 se queda con b. Eliminados 3, 4 y sus objetos, se obtiene el problema
representado en la parte derecha de la Fig. 3. Ahora se tendria 1 — 2 — 2. El ciclo resultante esta
formado exclusivamente por 2, que se apunta a si mismo. Por ello, 2 se queda con d y, como no
queda nadie mas dispuesto a intercambiar, 1 se queda con c. La asignacion resultante del
intercambio mediante los ciclos de comercio es CC(R, w) ={(c, d, a, b)}, conw = (¢, d, b, a).

Fig. 3

Resultados cuando se permite la indiferencia Resultados con preferencias estrictas
R1  Ce(R, w) < E(R, w) < C(R, w) R6  Ce(R, w)=E(R, w)
R2  Ce(R, w) puede estar vacio R7 E(R, w) consiste en un elemento
R3 E(R, w)#y, porRl, C(R, w) = R8 Es posible que E(R, w) < C(R, w)

R4 CC(R, w)=E(R, w)
R5 E(R, w) N P(R, w) puede estar vacio (falla el Primer TF de la Economia del Bienestar)

Ejemplo 1: Shapley y Scarf (1974)
Hay tres individuos y tres objetos. El individuo i posee el objeto w;. El perfil R de preferencias es
el siguiente.

1 2 3
w7 w1 W3 w7
w1 w3 w; w1 w3
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Para obtener su objeto w, mas preferido 1 se dirigiria a 2. Para obtener un objeto mas preferido 2
se dirigiria a 1 o a 3. Por ultimo, para obtener su objeto w, mas preferido 3 se dirigiria a 2.
Resultan pues dos secuencias de ciclos de comercio de los objetos mas preferidos.

1 —— 2 —F 3

vv\/

La primer secuencia la inicia el ciclo de comercio que forma el conjunto {1, 2}. La asignacion
resultante (w,, w), ws) es aquélla obtenida cuando 1 y 2 intercambian sus objetos y 3 se queda
con el suyo. La primer secuencia la inicia el ciclo que forma el conjunto {2, 3}. La asignacion
resultante (wi, ws;, w,) es aquélla obtenida cuando 2 y 3 intercambian sus objetos y 1 se queda
con el suyo. Por tanto, el conjunto CC(R, w) de las asignaciones que se obtienen mediante
secuencias de ciclos de comercio de los objetos mas preferidos tiene dos elementos: (w», wi, w3) y
(ZU1 , W3, UJz).

Por R4, (w) wi, ws) y (w;, w3, w,) son las unicas asignaciones de equilibrio. ;Como se
encontrarian los precios de equilibrio? Escogiendo una secuencia de ciclos de comercio, dando a
continuacioén el mismo precio a los objetos de los individuos que forman parte del mismo ciclo
de comercio v un precio inferior a los objetos de los ciclos que vienen después en la secuencia de
ciclos. Por ejemplo, en la secuencia ({1, 2}, {3}), los objetos de los individuos 1 y 2 tienen el
mismo precio, que ha de ser superior al objeto del individuo 3. Por ello, el vector de precios p tal
que p; = p2 > p3 es un vector de precios de equilibrio que hace que (w,, w;, w3) sea una asignacion
de equilibrio.

Si la secuencia de ciclos de comercio que determina el reparto de objetos es ({2, 3}, {1}), el vector
de precios p tal que p» = p3 > p1 es un vector de precios de equilibrio que hace que (w,, ws, w») sea
una asignacion de equilibrio.

Para determinar las asignaciones que pertenecen al ntucleo C(R, w), podemos considerar las 6
posibles asignaciones y verificar una por una que ninguna coalicion puede vetar la asignacion.

e Asignacion 1: (w;, w,, ws). Esta asignacion no pertenece al nticleo dado que los miembros de la
coalicidn {2, 3} pueden repartirse sus dotaciones y obtener ambos un objeto mas preferido que el
que obtienen en la asignacion (w;, w,, ws). De hecho, si 2 y 3 intercambian sus dotaciones, se
obtiene (w;, w3, w»), en donde tanto 2 como 3 obtienen un objeto mas preferido que en (w;, w»,
ws). Por ello, la coalicion {2, 3} puede vetar (w, w», w3). Como resultado, (wi, w,, w3) ¢ C(R, w).

e Asignacion 2: (w;, ws, w>). Ninguna coalicién que contenga a 3 puede vetar esta asignacion,
puesto que 3 obtiene su objeto mas preferido. Ninguna coalicion que contenga a 2 puede vetar
esta asignacion, puesto que 2 obtiene uno de sus objetos mas preferidos, de modo que no hay
manera de hacerle mejorar. Esto deja a {1} como la tnica coalicién que podria vetar (w, w3, wy).
Pero como la asignacion (wi, ws, w») asigna a 1 el objeto de que dispone la coalicion {1}, {1} no
puede vetar (w;, w3, w;). Conclusion: (w, ws, w,) € C(R, w).
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El problema de (w), ws, w>) es que no pertenece al nucleo estricto, ya que la coalicion {1, 2}
puede vetar débilmente (w,, w3, w») mediante la asignacion (w,, wi, w3). Si 1y 2 intercambian sus
dotaciones, se consigue la asignacién (w,, wi, w3). Comparando (wi, w3, wy) y (w2, wi, ws)
reultando obvio que 1 mejora y 2 no empeora, lo que hace que (w, w3, wy) ¢ C(R, w).

e Asignacion 3: (w,, wi, ws). Ninguna coalicion que contenga a 1 puede vetar esta asignacion,
puesto que 1 obtiene su objeto mas preferido. Ninguna coaliciéon que contenga a 2 puede vetar
esta asignacion, puesto que 2 obtiene uno de sus objetos mas preferidos. Esto deja a {3} como la
unica coalicion que podria vetar (w,, w;, ws3). Pero {3} no puede hacerlo porque, en (w,, wi, w3), 3
recibe el objeto de que dispone la coalicidn {3}. Asi pues, (w>, wi, w3) € C(R, w). Pero, como en el
caso de la asignacion 2, (w», wi, w3) ¢ C/R, w).

e Asignacion 4: (w,, w3, w;). En este caso, (w,, ws, wi) € C(R, w) pero (w,, ws, wi) & C(R, w).
e Asignacion 5: (w3, wy, ). En este caso, (w3, wy, wi) ¢ C(R, w) y (w3, wa, wi) & Co(R, w).
e Asignacion 6: (w3, wi, w>). En este caso, (w3, wi, wy) € C(R, w) pero (ws, wi, wy) & C(R, w).

La conclusidn final es que C(R, w) contiene 4 elementos (las asignaciones 2, 3, 4 y 6), pero que
Co(R, w) esta vacio. Este ejemplo demuestra el resultado R2.

Ejemplo 2: Shapley y Scarf (1974)
Hay tres individuos y tres objetos. El individuo i posee el objeto w:. El perfil R de preferencias es
el siguiente.

1 2 3
w3 w1 [(%]
w2 w2 w3
w1 w3 w1

En este caso hay una tnica secuencia de ciclos de comercio: 1 se dirige a 3, 3 se dirige a2 y 2 se
dirige a 1. Por tanto, la secuencia es ({1, 2, 3}) y la asignacion resultante es (w3, w;, w). Por R4,
ER, w) = {(w3, w1, wy)}, de modo que (w3, wi, w,) es la Unica asignacion de equilibrio. Sin
embargo, C(R, w) # E(R, w), lo que probaria R8. De hecho, (w,, w;, ws) € C(R, w).

Ejemplo 3: Wako (1999)
Hay tres individuos y tres objetos. El individuo i posee el objeto w:. El perfil R de preferencias es
el siguiente.

1 2 3
wy w1 W3 wy
w3 w> W
w1 w3

Las secuencias de ciclos de comercio son las mismas que en el Ejemplo 1: ({1, 2}, {3}) y ({2, 3},
{1}). La secuencia de ciclos ({1, 2}, {3}) da lugar a la asignacién (w,, wi, ws), en tanto que la
secuencia ({2, 3}, {1}) da lugar a la asignacion (w;, ws, wy). Estas dos constituyen las tnicas
asignaciones de equilibrio: E(R, w) = {(w,, wi, w3), (w1, w3, ws)}. Pero ninguna de ellas es
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Paretoeficiente, esto es, (w2, wi, w3) ¢ P(R, w) y (w1, w3, w2) ¢ P(R, w). El hecho de que (w,, w,
ws3) ¢ P(R, w) se debe a que existe la asignacion (w», w3, w;). Comparando ambas asignaciones,
se observa que 1y 2 estan indiferentes en ambas, pero que 3 estd mejor en la segunda.

El Ejemplo 3 demuestra R5, a saber, que el Primer Teorema Fundamental de la Economia del
Bienestar puede fallar cuando los bienes son indivisibles: una asignaciéon de equilibrio no
necesariamente es una asignacién Paretoeficiente. Lo grave del ejemplo es que puede ser que

ninguna asignacion de equilibrio sea Paretoeficiente.
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Emparellament (matching)

Una de cacafortunes

En una celebracio de I’alta societat, hi ha quatre vidues acabalades (A, B, Ci D) i quatre gigolds
(a, b, cid) ala caca d’alguna d’aquestes vidues. La millor oportunitat la tenen en ocasié d'un
ball, moment en que cada gigolé proposara de ballar a alguna de les vidues. Cada vidua
prefereix ballar amb algun dels gigolés a no ballar. Les preferencies dels gigolds sobre les
vidues, i d’elles sobre ells, son

a b c d A B C D
A A A B d c c a
B C C C c b a d
C B D A b a d b
D D B D a d b c

on cada columna expressa un ordre de preferencia estricta, de més preferit a menys preferit. Per
exemple, la segona columa significa que el gigold b prefereix la vidua A a totes les altres, la
vidua C ales D i B i, finalment, la vidua D a la B. Una parella de ball (x, X) formada per ’home
x ila vidua X és estable si no hi ha cap altra parella (y, Y) tal que: (i) x i Y prefererien ballar junts
abans que ballar amb la parella que ara tenen; o bé (ii) y i X prefererien ballar junts abans que
ballar amb la parella que ara tenen. Existeix alguna parella de ball estable?
http://en.wikipedia.org/wiki/Stable marriage problem

Tema 7: Béns indivisibles i emparellament | 14 octubre 2011 | 8



L’algorisme de Gale i Shapley (1962)

L’algorisme (d’acceptacio diferida) de Gale i Shapley permet de determinar un emparellament
estable a problemes del tipus anterior. Segons l'algorisme, a la primera etapa, cada home
s’adrega a la dona que considera més preferida. Si totes les dones sén sol'licitades per algun

proponent, l'algorisme s’acaba i cada home és emparellat amb la dona sollicitada. En cas
contrari, les dones que reben més d'una proposta, mantenen a la reserva al proponent més
preferit i rebutgen definitivament als altres. A la segona etapa, els homes rebutjats s’adrecen a la
segona dona més preferida. Si totes les dones tenen un sol'licitant (els homes en la reserva es
consideren sol-licitants), I’algorisme acaba. Si no totes en tenen algun, aleshores cada dona amb
algun proponent manté en la reserva el més preferit i rebutja definitivament els demés. Aquest
mateix procediment s’aplica a les segiients etapes, fins que totes les dones tinguin algun
sol-licitant, moment en qué l'algorisme finalitza i s’emparella cada dona amb el seu tnic
sol'licitant. Per a il-lustrar com funciona 1’algorisme, apliquem-lo al cas dels gigolds i les vidues.

A l'etapa 1, els gigolds proposen de ballar a
les vidues més preferides.

A B C D
abc d

L’anterior representa el segilient: A rep les
propostes d’a, b i c; B rep la proposta de d; i
ni C ni D reben cap proposta. Ates que no
totes les dones tenen un pretendent,
I'algorisme no termina. Llavors identifi-
quem les dones amb més d'una proposta (en
aquest cas, A), mantenim a la reserva el seu
proponent més preferit entre els qui la
sol‘liciten (c) i eliminem els altres (a i b).

A B C D
abc d
S’inicia ara l'etapa 2, on A manté c a la
reserva, B manté d a la reserva i a i b
s’adrecen a les seves segones opcions meés
preferides: Ben el cas d’ai Cen el cas de b.

A B C D
c d a b

Ara és B qui té dos sol'licitants. Aleshores,
manté a la reserva el més preferit dels dos
(I'a) i dona carbasses a l’altre (el d).

A B C D
c d a b

A Tetapa 3, en haver estat rebutjat per la
seva primera opcid B, d passa a sol'licitar a
la seva segona millor opcid, C.

A B C D
c a b d

En tenir C dos sollicitants, manté a la
reserva el més preferit dels dos (d) i rebutja
I"altre (b).

A B C D
c a b d

A letapa 4, l'tinic gigoléd rebutjat (b),
s'adreca a la vidua més preferida entre
aquelles que no I'han rebutjat: B.

A B C D
c a b d

Dels seus dos sol‘licitants, B prefereix b a a.
Per tant, manté b i es desfa d’a.

A B C D
c a b d

A l'etapa 5, després d’haver estat rebutjat, a
proposa a la vidua més preferida entre
aquelles que no I'han rebutjat: C.

A B C D
c b a d

C manté a a i rebutja d.
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A B C D
c b a é

A letapa 6, el rebutjat d s’adreca a A.

A B C D
c d b a

A manté a d i rebutja c. I s’arriba a una
primera conclusio: d s’emparellara amb A, ja
que d és el gigold més preferit per la vidua
A, de manera que A rebutjara a qualsevol
altre gigold que la pretengui.

A B C D
e d b a

A Tletapa 7, després d’haver estat rebutjat
per la seva primera opcio A, c s’adrega a la
seva segona opcio, C.

En la mesura que C prefereix c a a4, a és
rebutjat per C.

A B C D
d b & C

A Tetapa 8, a sol'licita a I'tnica vidua que no
I'ha rebutjat: D.

A B C D
d b c a

Perd6 ara totes les vidues tenen un
pretendent i l’algorisme finalitza amb
I'emparellament anterior: A-d, B-b, C—c i
D—a (coses de la vida: el mal trangol de D en
no haver estat demanada per ningu fins a
I'dltim moment es compensa amb el fet
d’emparellar-se amb el seu gigol6 més

A B C D preferit).

d b a c

Verifiquem que es tracta d'un emparellament estable. Comencem per la parella (4, A). Es
evident que, per a A, aquest emparellament és estable, ja que d és el gigolo més preferit per A.
Amb relacio a d, A és la tercera vidua favorita. Per tant, cal verificar que cap de les altres dues
vidues més preferides que A (B i C) no prefereix ballar amb d que amb la parella respectiva (b en
el cas de Bicen el cas de C).

Considerem primer la possible parella (d, B). Es clar que d prefereix aquest emparellemant a
I'emparellament (d, A), pero també es clar que B prefereix mantenir la parella (b, B) a trencar-la
en favor de (d, B), perque B prefereix qualsevol gigolé abans que d. Amb la segona possible
parella (d, C) passa el mateix: C prefereix c¢ (la parella que li toca a I'emparellemant construit per
’algorisme) a d. Conclusié: (d, A) és una parella estable.

L’algorisme de Gale i Shapley s’ha presentat en la versio “els homes proposen”. També es pot
definir en la versio alternativa “les dones proposen”, on tot és igual tret que sén les dones les
que solliciten els homes i son aquests qui accepten o rebutgen. En general, pero, les dues
versions de l'algorisme no sempre generen el mateix emparellament.

Solucions de problemes d’assignacio

L’algorisme d’acceptacié diferida (deferred acceptance algorithm, de David Gale i Lloyd Shapley) i
I'algorisme dels cicles de comerg (top-trading cycle algorithm, de David Gale) constitueixen els
dos principals algorismes per a solucionar problemes d’assignacié de béns indivisibles.

Tema 7: Béns indivisibles i emparellament | 14 octubre 2011 | 10



Estabilitat i optimalitat dels emparellaments

Un emparellament és estable si, per a totes les parelles (x, X) i (y, Y), no és el cas que (i) x
prefereix Y a X i Y prefereix x a y o que (ii) X prefereix y a a i y prefereix X a Y. Un
emparellament E és oOptim per a ’home (o dona) a si no existeix cap emparellament estable E’
tal que o prefereix la parella que li assigna E’ a la parella que li assigna E.

Propietats de 1’algorisme de Gale i Shapley
e Tant en la versio on proposen els homes com en la versio on proposen les dones, I’algorisme finalitza en
un maxim d'n* —2n +2 etapes, on n és el nombre d’homes (i de dones).

e Tant en la versié on proposen els homes com en la versié on proposen les dones, 1’algorisme finalitza
amb un emparellament estable.

e Si la versié on proposen els homes i la versié on proposen les dones generen el mateix emparellament,
aleshores aquest emparellament és I'tinic emparellament estable.

Per exemple, els tinics emparellaments estables amb les preferencies indicades a continuacio
son: (i) A—a, B—d, C-b i D—c; (ii) A—d, B-b, C—c i D-a; i (iii) A-a, B-b, C—c i D—d. Considerem la
dona D. Aquesta dona prefereix 'emparellament (ii) al (iii) i el (iii) a I'(i). Aix0 fa que ni (i) ni
(iii) siguin optims per a D. Per a D, només (ii) és optim. En canvi, per a C, tant (ii) com (iii) son
optims, ja que de les parelles que obté a algun emparellament estable (b i ), el més preferit de
totes dues (c) s’obté tant a (ii) com a (iii).

a b c d A B C D
B C D C d c a a
A B A B b b c d
D A C D a d b c
C D B A c a d b

Optimalitat dels emparellaments de 1’algorisme de Gale i Shapley
L’emparellament generat per I’algorisme de Gale i Shapley quan els homes proposen és optim per a tots els
homes. L’emparellament generat per I’algorisme quan les dones proposen és optim per a totes les dones.
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