Negociacio (bargaining)
http://en.wikipedia.org/wiki/Bargaining Problem

Joc de negociaciéo amb dos jugadors

Un joc (o problema) de negociaci6 amb dos jugadors és un parell (U, d), on U és un
subconjunt compacte (tancat i afitat) i convex 'R x R=1R?ion d € U. El conjunt U representa
el conjunt de vectors de pagaments (u,, u,) que son factibles i d representa el punt de
desacord: el vector de pagaments que obtenen els jugadors si no arriben a cap acord.
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Per exemple, el parell (U, d) tal que U = {(uy, ,) € R%= 14,20, u,20iu; +u,<1}id=(0, 0) es pot
interpretar com el joc de negociacié on dos individus s’han de repartir una unitat de manera
que ningl no obté res si no s’arriba a cap acord. La Fig. 1 representa aquest joc. La Fig. 2
mostra el joc de negociacio on U = {(uy, u,) € R u; 20, u; 201 (uy)? +4(uy)> <16} id = (1, 0)

Soluci6 d'un joc de negociacié amb dos jugadors
Una solucié per als jocs de negociacié amb dos jugadors é€s una funcié s que assigna a cada
joc de negociacio (U, d) un membre s(U, d) = (s, s,) del conjunt U.

La interpretacio és que s(U, d) representa l'acord dels jugadors sobre quin punt triar del
conjunt U de vectors factibles de pagaments. Per exemple, la soluci¢ igualitaria assignaria
amb (U, d) el punt sobre la frontera d’U que intersecta la diagonal principal u, = u,. Les Fig. 3
i 4 mostren la solucid igualitaria dels jocs representats, respectivament, a les Fig. 11 2.

1 u u=u, Fig.3 U=, Fig. 4

, Solucié
’ igualitaria R

1/2 [-omeeee — Soluci
igualitaria

N
N
N
N

12 1 u

Una altra solucid seria la solucid igualitaria ajustada pel punt de desacord: el punt
d’interseccid de la frontera d’U amb la diagonal u; = u, que passa pel punt de desacord 4.
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Axiomes de la soluci6é de Nash

Una manera de construir solucions consisteix a seleccionar un conjunt de propietats que es
consideren raonables per a després identificar totes les solucions que les satisfan. John F.
Nash, Jr. (1950) va proposar les segiients propietats.

http://en.wikipedia.org/wiki/Nash bargaining game

e Pareto eficiencia (P). Segons P, la solucid (s;, s,) del joc (U, d) es troba a la frontera (superior
dreta) d"U: si (s, S,) €s solucio, llavors no existeix (u,, u,) € U tal que u; > s, 1 u, > s,.

P expressa la idea que la solucié d'un joc de negociacio ha d’exhaurir les possibilitats
d’obtenir més pagaments per a tots dos jugadors.

e Simetria (S). Suposem que el joc (U, d) satisfa dues condicions: (i) d; = d; i (ii) (1, ) € U sii
nomeés si (u,, u;) € U. Aleshores la solucio (s, s,) del joc (U, d) satisfa s, = s,.

Un joc és simetric si satisfa (i) els pagaments del punt de desacord son iguals per als dos
jugadors i (ii) intercanviant els pagaments d’un vector d’U el resultat continua sent un vector
d’U. Per exemple, el joc de la Fig. 1 és simetric, pero el de la Fig. 2 no. Encara que féssim d =
(0, 0) al joc de la Fig. 2, el joc no seria simetric, ates que (4, 0) € U pero (0, 4) ¢ U. L’axioma S
diu que, en un joc simetric, els jugadors reben el mateix pagament en la solucio.

Si exigim els axiomes P i S, llavors la solucid del joc de la Fig. 1 és la soluci6 igualitaria
representada en la Fig. 3. D’una banda, per P, la solucié (s;, s,) s’ha de trobar a la frontera;
aixo és, s’ha de tenir que s; + s, =1, amb s, 201is, > 0. De I’altra, per S, la solucio (s, s,) ha de
satisfer s; = s,. Aixi doncs, se segueix d’s; +s,=11is,=5,20 que s, =s, =Y.

e Invarianca a transformacions lineals (T). El joc (U', d') és una transformacio lineal del joc (U,
d) si existeixen nombres reals a, >0, a, >0, b; i b, tals que: (i) U' és el conjunt de parells (a,u; +
by, ayu, +by), on (uy, uy) € U; i (ii) d' = (ayd; + by, axd, + b,). Si (U', d') és una transformacio lineal
del joc (U, d), amb a, > 0, a, > 0, b, i b, fent la transformaci¢, i si (s,, s,) és la soluci6 del joc (U,
d), aleshores la solucio del joc (U', d') és (a;5; + by, a5, + by).

T diu que la soluci6é d’un joc obtingut per transformaci¢ lineal d’un altre s’obté transformant
linealment la soluci¢ del joc d’origen. Per exemple, considerem els jocs (U, d) i (U, 4') tals que
U={(u, u)) e R2u; 20, u,20iu; +u, <1}, d=(0,0),d' =(1,3)i U ={(uy', u,") €e R u;">0, u,' >
01 w'/2 + uy <%} Llavors (U, d') és una transformacio lineal d’(U, d), ates que les
transformacions u;' =2u; + 11 u,' = u, + 3 permeten passar d’U' a Uide d a d'. Per tant, si T se
satisfa i (s, s,) soluciona (U, d), aleshores (2s;, + 1, s, + 3) soluciona (U', d'). En particular, si se
satisfan P, Si T, la soluci6 del joc (U, d') sera (2, 7).

¢ Independencia d’alternatives irrellevants (I). Suposem que els jocs (U, d) i (U', d') satisfan U'
c Uid' =d, de manera que (U, d') s'obté d’(U, d) restringint U. Si la solucio (s, s,) del joc (U,
d) pertany a U', aleshores (s, s,) és també la solucio del joc (U', d'). Formalment, si U' < U i
s(U, d) e U', aleshores s(U', d) = s(U, d): si restringim el joc a un subconjunt U' d’U que conté
la solucio del joc (U, d), aleshores el joc (U', d) té la mateixa solucié que el joc (U, d).
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L’axioma I diu que si la solucio del joc (U, d) pertany al subconjunt U' d’U, aleshores tots els
vectors del conjunt U\U' es poden considerar irrellevants. Per aix0, quan els eliminem i
s’obté el joc (U', d), la solucié no hauria de canviar. Per exemple, la solucio igualitaria satisfa
I'axioma I. Com a illustracid, si treiem una part del conjunt U del joc de la Fig. 3 a la qual
pertanyi el vector (Y2, ¥2), llavors la solucié del nou joc continuara essent (Y2, ¥2).

Soluci6 de Nash per als jocs de negociacio (Nash bargaining solution)
La soluci6 de Nash (n;, 1n,) d’'un joc de negociacié amb dos jugadors és la solucié del
problema

maximitzar  (uy — dy)(u, — dy) sotmesa  (uy, uy) € U
respecte d'u; i u, u, >dyiu,>d,

Geometricament, (1, 1,) és el punt de tangencia entre la frontera d’U i la hiperbola més
allunyada de l'origen de la familia d’hiperboles (u; — d;)(u, — d,) = k, on k és una constant i les
rectes u; = d, i u, = d, son les asimptotes. Les Fig. 5 i 6 mostren la solucié de Nash per als jocs
de les Fig. 11 2, respectivament.
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Caracteritzacio axiomatica de la solucié de Nash
La solucié de Nash és "tinica solucid dels jocs de negociacié amb dos jugadors que satisfa P, 1, TiS.

Monotonia

Una solucio dels jocs de negociacid és monotona si, per a tot joc (U, d) i superconjunt U' d'U,
les solucions (sy, s,) del joc (U, d) i (s,', s,") del joc (U', d) satisfan s," > s, 1 5,' > 5,. Aixi, U' o U
implica que, per a toti € {1, 2}, s{U', d) > s,(U, 4d).

La monotonia diu que si U es fa més gran, en la nova soluci6é ningd no perd respecte de la

solucié amb U: més a repartir, ningti no empitjora. Un tret de la solucié de Nash és que no és

monotona. Les Fig. 7 i 8 ho demostren. La Fig. 7 representa un problema de bancarrota, on
una empresa fa fallida i dos creditors de 'empresa s’han de repartir el valor v de I'empresa,

que és insuficient per a compensar els deutes de I'empresa amb els dos creditors. A la Fig. 7,
v és el valor de 'empresa i a; representa el que I'empresa adeuta al jugador 7, on a; + a, > v.
Amb d = (0, 0), la soluci6 de Nash és (1, n,) = (v/2, v/2). Aquesta solucié no té en compte que
I'empresa pot deure més a un jugador que a 'altre. Per exemple, si 4, > a,, seria raonable que
1 rebés una proporcié més gran de v que 2. Segons la solucidé de Nash, tots dos jugadors
reben la mateixa proporcid del valor de I'empresa.
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Fig. 7
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Suposem que la Fig. 8 representa el joc inicial. En aquest cas, la solucié de Nash satisfa (1, n1,)
= (v — ay, a,): el jugador 2 rep tot el valor del seu deute 4, i el jugador 1 rep el valor restant v —
a, (insuficient per a saldar el deute a;). Imaginem que es passa del joc de la Fig. 8 al joc de la
Fig. 7. El punt de desacord continua sent el mateix, pero I’antic U és un subconjunt del nou
U. Si la solucié de Nash fos monotona, cap jugador no rebria menys al nou joc. Pero la
solucioé de Nash del nou joc, representada a la Fig. 7, dona menys al jugador 1: a la Fig. 8, 1
rep v — a, > v/2 (ates que, a la Fig. 8, a, < v/2), pero a la Fig. 7 rep v/2. Aixi, un engrandiment
d’U mantenint constant d perjudica al jugador 1, fet que contradiu la propietat de monotonia.

Solucié de Kalai-Smorodinsky (1975), o solucid KS, per als jocs de negociacio

La solucié (k;, k,) de Kalai-Smorodinsky (Ehud Kalai i Meir Smorodinsky) és el punt sobre la
frontera (nord-est) d’U que intersecta la recta u, — d, = k(u;, — d;) on k és el quocient entre el
valor maxim d’u, que es pot assolir dins d’U i el valor maxim d’u; que es pot assolir dins d’U.

Fig. 9 U, Fig. 10

] Uy

La Fig. 9 il'lustra com obtenir graficament la solucid. En aquest cas, el valor maxim d’u, que
es pot assolir dins d'U és a, i el valor maxim d’u; que es pot assolir dins d’U és a,. Per tant,
ates que d = (d,, d,) = (0, 0), la recta u, — d, = k(u, — d,) pren la forma u, = a,-u,/a;. De manera
equivalent, aquesta recta és la que uneix els punts d de desacord i el punt (a,, 2,). La Fig. 9
mostra que la solucié KS déna un pagament superior al jugador 1 que la solucié de Nash, en
consonancia amb el fet que el deute de I'empresa amb 1 és superior al deute de 'empresa
amb 2 (fet que justificaria que 1 rebés més del valor de I'empresa que 2). La Fig. 10 mostra
com trobar graficament la solucié KS al joc de la Fig. 2.

Caracteristiques de la soluci6 de Kalai-Smorodinsky
e Es una solucié monotona. Satisfa els axiomes P i T. No satisfa ’axioma d’independencia I.
e Si el joc es simetric, coincideix amb la solucié de Nash.
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El joc de I'ultimatum http://en.wikipedia.org/wiki/Ultimatum game
Dos jugadors s’han de repartir el valor 1. El jugador 1 inicialment fa una proposta x = (x;, x,),
on x; + x, = 1. El jugador 2 rep la proposta i decideix si l’accepta o no. Si no I'accepta, el vector
de pagaments és (0, 0). En I"nic equilibri perfecte en subjocs d’aquest joc, el jugador 1 fa

inicialment la proposta (1, 0) i el jugador 2 accepta totes les propostes del jugador 1.

El model d’Ariel Rubinstein (1982) de negociacio seqiiencial

Rubinstein proposa la seglient extensio del joc de l'ultimatum. Si un jugador rebutja una
proposta, fa a continuacié una nova proposta, de manera que el joc es transforma en una
seqiiencia (potencialment infinita) de propostes i contrapropostes. A més, el pagament

resultant per al jugador i € {1, 2} si s’accepta una proposta en I'etapa t es multiplica per 5/, on
d; € (0, 1) és el factor de descompte del jugador i (anomenant “etapa 0” I'etapa inicial).
http://en.wikipedia.org/wiki/Rubinstein bargaining model

La Fig. 11 representa aquest model. En I'etapa 0, el jugador fa una proposta x de repartiment.
El jugador 2 l’accepta o la rebutja. Si la rebutja, es passa a l'etapa 1, on el jugador 2 fa una
altra proposta y. A continuacio, el jugador 1 l’accepta o la rebutja. Si I'accepta, el vector de
pagaments és (8,1, 5,1,). Si la rebutja, s’entra en 1’etapa 2, on el jugador 1 torna a fer una altra
proposta z. Si el jugador 2 I'accepta, el vector de pagaments és (5,8,z;, 8,0,2,). Si la rebutja, es
passa a 'etapa 4... i aixi successivament.

Solucié del model de negociacio de Rubinstein
El model de negociacié de propostes alternatives de Rubinstein té un tnic equilibri perfecte

1-8; 8,(A-81) ), _[(%1(1=08y) 1-8 | .
1-8:8, 1-8:8, 1-8:8, "1-8:8,

en subjocs, definit per les propostes x = (

que:
(i) el jugador 1 sempre proposa x;
g : . o 6,(1-8,)
(i)  eljugador 1 sempre accepta una proposta p siinomeéssip, 2y, = W;
— 0102
(iii) eljugador 2 sempre proposa y; i
: . y . 8,(1-91)
(iv)  eljugador 2 sempre accepta una proposta p si i nomes si p, > x, = 1 o5,
0102

Per tant, el vector de pagaments de l'iinic equilibri perfecte s’obté quan el jugador 1
inicialment proposa x i el jugador 2 accepta la proposta. Per a il-lustrar d’on surten els valors
que defineixen les propostes x i y, suposem que els jugadors fan servir estrategies
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estacionaries: cada jugador fa sempre la mateixa proposta i accepta qualsevol proposta que
sigui igual o superior a algun determinat llindar. En particular, suposem que hi ha propostes
o i o' tals que 1 sempre fa la proposta a i accepta qualsevol proposta p amb p, > oy, on oy
marca el llindar d’acceptacié del jugador 1. De manera analoga, suposem que hi ha propostes
B i tals que 2 sempre fa la proposta § i accepta qualsevol proposta p amb p, > ', on f',
marca el llindar d’acceptacio del jugador 2.

En un equilibri perfecte en subjocs és raonable esperar que f; = oy: la proposta del jugador 2
satisfa el llindar d’acceptacio del jugador 1. De manera similar, o, > f',: la proposta del
jugador 1 satisfa el llindar d’acceptacio del jugador 2. Si tinguéssim B; > o'y, el jugador 2
podria millorar el seu pagament oferint una mica menys de §; pero una mica més d’a/';. Per
tant, s’ha de tenir B, = o’;. El mateix raonament s’aplica a la desigualtat o, > f',: s’ha de tenir
o, = B',. Aixi doncs, assumim l’existencia de propostes a. i § tals que:

(1) el jugador 1 sempre proposa a i accepta la proposta p si i només sip; > ;; i
(i)  eljugador 2 sempre proposa 3 i accepta la proposta p si i només si p, > a,.

Ara considerem qualsevol subjoc que arrenca amb la decisié de 2 sobre la proposta o d’'1 i
calculem els pagaments suposant que tot s’inicia en el subjoc. Si 2 accepta la proposta, rep a,.
Si 2 rebutja la proposta a d’1, a continuacio, per (ii), 2 proposara B i, per (i), 1 'acceptara.
Aixo fara que 2 rebi §,p,, perque des de I'arrel del subjoc fins a I’acceptacio del jugador 1 ha
passat una etapa.

Ates que busquem un equilibri perfecte en subjocs, s’ha de tenir que a, = 5,8,. Si a, > 8,8, 1
esta oferint massa a 2: oferint qualsevol valor entre a, i §,8,, 2 encara acceptaria la proposta
d’11i1 s’emportaria més amb la nova proposta. Si a, < §,8,, aleshores oferir 5,3, en comptes
d’a,, domina feblement a oferir a,. D'una banda, si 2 no accepta, ates que 1 acaba acceptant la
proposta B que 2 fa a continuacio, 1 s’emportaria el mateix que si ofereix a: 8,8, = 6;(1 — B,) =
8, — 8,B,. D’altra banda, si 2 accepta 5,83, aleshores 1 rep 1 — §,B,. Verifiquem que 1 — 3,8, >
8y — 8,B,. Aix0 passa si i només si 3, < (1 — 8,)/(8, — 8,). Per hipotesi, 5, < 1. En conseqiiencia, 1
-8, >0, — & i, per tant, (1 — §,)/(5, — 8;) > 1. En resum, per a que la proposta 5,8, domini
feblement la proposta a, quan o, < 3,0, cal que B, sigui més petit que un nimero més gran
que 1. Per definicid, B, < 1, de manera que queda demostrat que proposar 3,5, domina
teblement proposar o, quan o, < §,p,.

Per simetria entre 11 2, aquest mateix raonament aplicat al cas on el subjoc arrenca amb una
decisio d’1 sobre la proposta  de 2 porta a la conclusio que B, = §;a;. Combinant les
equacions o, + 0, =1, B; + B, =1, o, = 3,8, 1 B, = ,04, s'arriba a la proposta o = x i B =y que
defineix I'tinic equilibri perfecte en subjocs.

Quan §, i 8, sén valors molt propers a zero (jugadors molt impacients), x = (1, 0) i y = (0, 1),
que es corresponen amb les solucions del joc de l'ultimatum. D’altra banda, quan §, =3, =9

(factors de descompte iguals), les propostes de l'tinic equilibri perfecte en subjoc es

( 1 ) j ( o 1 j
transformenenx=| —,— |iy=| ——,——|.
1+6 1+96 1+6 1+9
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Relacid entre la solucié de Nash i el model de propostes alternatives

Considerem una variacio del model de Rubinstein on no hi ha factors de descompte pero,
amb una probabilitat m > 0, el joc s’acaba quan una proposta es rebutja. Quan aixo passa, el
vector de pagaments és (d,, d,). La Fig. 12 representa aquest joc.

Fig. 12

Un raonament similar a I'aplicat al model de Rubinstein demostra que, a tot subjoc on 2
decideix sobre la proposta d'1, s’ha de tenir a, = (1 — m)B, + nd,. I que a tot subjoc on 1
decideix sobre la proposta de 2, s’ha de tenir B, = (1 — n)a, + nd;. Aillant els valors d’a; i B,
1-d, +(1-n)d , 1-n)(1-dy)+d
o = p +(-md; . Bl=( JA—dy)+dy
2-n 2-n

Quan 7 és molt proper a zero, a, és molt proper a B;. Per tant, quan la probabilitat © de
col-lapse del procés de negociacio tendeix cap a zero, les propostes que es fan en 1'tnic
equilibri perfecte en subjocs son molt properes a (d, + Y2:[1 — d, — d,], d, + 2 [1 — d;, — d,]). En
aquesta proposta, els jugadors es reparteixen a parts iguals 1'excedent (1 — d, — d,) que resta
quan es treu el que reben si el procés de negociacio s’atura. A més, aquesta proposta és la
solucid de Nash del joc (U, d) on U és el conjunt de parells (u,, u,) tals que u; +u,=1id = (d,,
d,) representa el vector de pagaments quan la negociacio es trenca. Aixi que la solucié de
Nash és, en essencia, I"tinic equilibri perfecte en subjocs d’un joc de negociacié basat en
propostes alternatives on la probabilitat que la negociaci¢ s’aturi exogenament sense arribar
a un acord és infinitesimalment petita.
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