Un exemple del model basic
Descripcid de I’economia

¢ Hi ha un tnic bé que no es pot produir ni acumular. Cada periode neixen dos grups d’individus,
G1 i G2, cadasci amb n membres. Hom viu dos periodes consecutius. Tot consumidor jove té la
funcié d’utilitat u = ¢ - ¢/, on és ¢ el consum del bé de jove i ¢’ el consum de gran. Tot consumidor
gran té la funcié d’utilitat u’ = ¢. La dotacié de cada membre de G1 és (1, 0): una unitat de jove i

cap de gran. La dotaci6 de cada membre de G2 és (2, 2): dues unitats de jove i dues de gran.
Analisi

¢ Decisions. Tots els individus decideixen quant volen consumir del bé i quant volen prestar o
manllevar. En conseqiiencia, els individus participen en dos mercats: el mercat del bé i el mercat

de préstecs del bé.

e Decisions de prestar/manllevar. Tot i que tots els individus grans voldrien participar en el
mercat de préstecs com a demandants, ningt1 no els prestara el bé, ates que els grans no podran
retornar els préstecs el segiient periode. D’aqui es conclou només els joves puguin ser considerats

participants en el mercat de préstecs.

e Decisid de prestar/manllevar dels membres de G1. Tot jove del grup G1 s’enfronta al problema

de
maximitzar u; =c¢; ¢’
sotmes a g+l =1 (restriccid present, de jove)
¢’ =R-1; (restriccid futura, de gran)

on ¢, és el consum present de I'individu (de jove), ¢;’ és el consum del periode segiient (de gran),
l; és el volum de préstecs demandats i R és la taxa d’interes bruta. La variable pot prendre valors
positius (i s’interpreta com a oferta de préstec del bé) o negatius (i s'interpreta com a demanda de
préstec del bé). La taxa d’interes bruta R representa el preu d"un préstec: per cada unitat rebuda en
préstec en un periode cal pagar R unitats de bé en el periode segtient. El valor d’'R no pot ser
negatiu, atés que un valor negatiu implicaria que un prestador lliura bé en un periode i ha de

tornar a lliurar bé en el periode segiient.

Dividint per R la segona restriccid i sumant-ne les dues s’obté la restriccio pressupostaria vital:

¢’
+—=1.
"R
El quocient s’interpreta com a factor de descompte: el valor en un periode d’una unitat del bé del
periode segiient. Aix0 és, una unitat de bé del periode t + 1 equival a 1/R unitats del periode t (ja

que, per definicid d’R, una unitat de bé en t equival a R unitatsen t + 1).
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El lagrangia és

¢’
L1=C1'C1’+/’{' 1_C1—_.
R
Les condicions necessaries per a assolir un maxim d’£ sén
0 0L, 4
= —=7"C —_
dcy 1
0 0L, A
= =Cq ——
ac,’ ' R
aL, ¢’
O=—=1—-¢ ——.
oA 'R
Se segueix de les dues primeres condicions que
¢’
€ =—.
'R
Introduint aquesta equacié en la tercera condicid
1
Cl - .
Sabent que c¢; + [; = 1, la conclusié és que
b=, M)
1= 2 "

Ates que [; és sempre positiu, els individus joves de G1 son prestadors: ofereixen de joves bé en

préstec a canvi de rebre’n, de grans, R unitats del bé per unitat prestada.

e Decisio de prestar/manllevar dels membres de G2. Tot jove del grup G2 s’enfronta al problema
de
maximitzar U, =c¢, ¢’
sotmes a c;+ 1, =2 (restriccio present, de jove)

c;'’ =2+R-1l, (restriccio futura, de gran)

Dividint per R la segona restriccid i sumant-ne les dues s’obté la restriccio pressupostaria vital:

!

g2
Cy R— R

El lagrangia és

Li=cpcy +A- (242 2
2 =02 C R C2 R/
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Les condicions necessaries per a assolir un maxim d’£, son

0= L, 1
~dc, &
0= 0L, A
"~ dc,! K R
2L, 2 cy'
O—W—Z-I—ﬁ—cz—?.
Se segueix de les dues primeres condicions que
€@ ="p-
Introduint aquesta equacié en la tercera condicio
=1+ !
C; = R
Per la restriccio de jove ¢, + l; = 1, es conclou que
l,=1 ! 2
2 = R " ( )

Pel resultat que l; és sempre positiu, I'existencia d’un mercat de préstec del bé requereix que, al
menys en 'equilibri del mercat, els membres joves de G2 sigui prestataris (demandants de préstecs
del bé). Equivalentment, en equilibri, cal que I, < 0.

e Equilibri en el mercat de préstecs. La condicio d’equilibri en el mercat de préstecs és que
l'oferta total de préstecs sigui igual a la demanda total de préstecs. Com que, en equilibri, el valor
de la funcié de demanda de préstecs ha de prendre un valor negatiu, la condicié d’equilibri
estableix que 1'oferta total coincideix amb el valor absolut de la demanda total. En aquest cas, ates

que [, ha d’expressar la demanda, n - [; = |n-1,|. De manera equivalent, un cop cancel-lat n,

La condicio (3) representa el fet que, en el mercat de préstecs, el bé simplement es redistribueix i,
per tant, en termes nets tot queda igual: cada unitat de bé rebuda en préstec s’ha de correspondre
amb una altra unitat de bé oferta en préstec. Aplicant (3),

1+1 1—0
2 R

La taxa d’interes d’equilibri és
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R_Z
=3

Aquesta valor significa que per cada unitat de bé prestada se’n reben 2/3 en el periode segiient (i
que per cada unitat de bé manllevada, se n"han de pagar 2/3 en el periode segiient).

Els lots de consum en equilibri resultants serien (cy,c1) = (¢1,R - ¢;) = G,g) i(cyc) =0+ %, R-
=3

227 273/
Paretoineficiencia de 1’assignacio de consum d’equilibri

e Paretoineficiéncia. En el present exemple, una assignacio es pot representar per un parell de lots
de consum (cy,c1) i (cy,¢3) que indiquen la quantitat de bé que cada individu de cada grup

consumeix de jove i de gran. Aquesta assignacié seria Paretoeficient si no existis cap altra

assignacio6 (¢;, €1) i (¢,, &) tal que
u1 (61, €1) > us(cy, ¢q),
Uz(62,€3) > uz(cz, ¢3),
ui(6) >ui(ey) i

U (&) > uz(cy).

Simetricament, 1'assignacid (cy,¢q) i (c3,¢3) és Pareto ineficient si existeix alguna altra assignacio

(€4, ¢1) 1 (&3, &3) que satisfa les quatre desigualtats anteriors.

e Paretoineficiencia de 1’assignacio de consum d’equilibri. L’assignacié de consum C d’equilibri
és (cqy,c1) = (%,%) i(cyc3)= (g,g) [assignaci6 de consum C definida a continuacié demostra
que la d’equilibri és Paretoineficient. L’assignacié C s’obté de la d’equilibri fent que cada individu
jove lliuri € > 0 unitats del bé a un consumidor gran diferent (amb e suficientment petit).

Especificament, C és I'assignaci6 tal que

C o (1 1+
(¢1,61) = 5 8,3 €
£

ey = (2—¢ 2 )
(6,65 = (2 ,3+s.

e s . g 11y _11_1, . g 55
En I'equilibri C, la utilitat de tot jove de G1 és u, (5,5)25'§=g11a de tot jove de G2 és u, (5,§)=
s
23 6

En C, les utilitats son Uy G — ¢, 1 + s) = G — s) . G + s) = % +¢c- (% — s) per a cada membre de G1 i

uz(g—e, §+e) = G—s)( §+e) =§+£-(Z—e)peracadamembredeGZ.

w

En conseqiiencia, per a qué la utilitat de cada membre jove de G1 sigui superior en € que en C cal

1 . \ 7 1 \ \ . .
ue - (-—¢g) > 0; aix0 és, cal que € < -. De manera analoga, per a que la utilitat de cada membre
6 6
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jove de G2 sigui superior en C que en C cal que ¢ - (2 - s) > 0; és a dir, cal que € < 2. En suma, la
transferencia de joves a grans de qualsevol € < % fa que tots els joves tinguin més utilitat en C que

en C.

. , 1. .
En relacio amb els grans, en C, en cada periode un membre gran de G1 consumeix - unitats del bé,
. 1 .
en tant que, en C, consumeix - + £. Respecte dels membres grans de G2, cadascun d’ells consumeix
5 .5 . o . . (e
sen Ci -+een C. La conclusié és que tots els consumidors grans consumeixen mes (i, aixi,

obtenen més utilitat) en C que en C. Tot plegat demostra que C no es Paretoeficient: hi ha una altra
assignaci C tal que tots els individus tenen més utilitat en tots els seus periodes de vida que en C.

Transferéncies optimes

e Pensions de repartiment. La demostracié anterior de la Paretoineficiencia de l’assignacio

d’equilibri implicitament involucra un sistema de pensions de repartiment: partint de 1’assignacid

d’equilibri, hom pot millorar si cada jove transfereix a un gran una certa quantitat € < % de bé.

e Optimalitat. Una qiiestid interessant que suggereix 1’analisi prévia és trobar una transferencia
que sigui optima en algun sentit. Si 'objectiu que pretén la transferencia és de superar la
ineficiencia, aleshores hi ha un continu de transferencies optimes: totes en que & < . Un objectiu

alternatiu, més exigent, seria que la transferencia maximitzi alguna funcié de benestar social. Un
candidat natural a funcié de benestar social és la suma (potser ponderada) de la utilitat de tots els
individus.

Redefinint les funcions d’utilitat amb una transferéncia/impost € > 0,
ui=(c1—¢)-(c1+9

u; = (=) (2 +¢)
uf =c; +e¢

u's =cy+e.

Una possible funcié de benestar social seria la suma de totes les utilitats. Aleshores es tractaria de
trobar els valors d’e que maximitzen uf + u5 + u;® + uy’. La resolucié d’aquest problema es deixa
com a exercici. Es resol a continuacié un de similar: triar € per a maximitzar la suma de la utilitat
dels joves assumint que la transferencia € s’aplica sobre 'assignacié de consum i que la utilitat
després de la transferencia no empitjora la utilitat de ’assignacioé de consum d’equilibri. Aixo és,
es tracta de
maximitzar uf +uj (respecte d’e)
sotmes a (c1,c1) = Gg)
= (2

ui 2uy(cq,¢q) =

o |ROL7

U 2Uy(Ca,C3) =
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Introduint les restriccions a la funcio objectiu, es tractaria de maximitzar respecte d’e
tri= (3= (5-9) + G- G- =3 He-2e
urtu;=(5-¢)(3-¢)tl5-¢) |3-¢)=75t¢ €.

d(ui +u3)
O = — =
de

Clarament,

1—4-¢.

De I'anterior es dedueix que € = 1/4 seria candidat a maximitzar uf + u3. El problema és que € =

e N1 . e _ (1 1 11 1
1/4 no respecta la tercera restriccid ui >u;(cq,c1) = - s ja que up = (E - s) : (5 - s) =1 5%z
quan &€ =1/4. En suma, el valor optim d’e seria el més proper a € =1/4 admissible (per
I'esquerra): € = 1/6 (el valor més gran d’ € que, en la seccid anterior, feia 1'assignacié de consum

ineficient).
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