Un model malthusia amb microfonaments
1. Elements del model

e Capacitat productiva. El temps es mesura en periodes discrets. Hi ha un tnic bé, Y. El bé pot ser
produit fent servir dos factors de produccio: terra D i treball L. La quantitat de terra és fixa i

constant cada periode. La funcié de produccié agregada en el periode t és

Y(t)=(A-D)*-L(t)1™¢

on:

* Y(t) ésla quantitat de bé produida en el periode ¢;

* Arepresenta l’estat o ‘nivell’ de la tecnologia;

* D ésla quantitat fixa de terra;

= gésunnumeroentre0il;i

* L(t) ésla quantitat de treball emprada en la produccié del bé en el periode t.

El terme A - D captura els recursos que efectivament s’'empren en la produccié. Grosso modo,
l'estat de la tecnologia sintesitza tots els factors que incideixen sobre la productivitat de la terra: la
qualitat del sol, el clima, els metodes de conreu, I’aprenentatge de tecniques per a obtenir producte
de la terra, etc. La combinacio A - D defineix la terra efectivament feta servir en la produccio. Per
exemple, tenir A =2 vol dir que una unitat de terra fa, en la practica, el mateix efecte que
disposar-ne de dues (de dues quan A = 1, valor d’A que podria representar el nivell productiu

basic o minim de la terra).

e Agents. Els agents que aporten treball, i duen a terme la produccio, s’anomenen camperols. La
produccid y(t) per camperol en el periode t és
Y(t) (A-D\*
o= TO_ (A0)
L \L(®)

Tots els camperols son identics i viuen dos periodes consecutius. En el segon periode de vida

* cada camperol decideix quants fills tenir (les families son monoparentals);

* tot camperol esdevé economicament actiu i empra tota la seva dotacié de treball, amb
independéncia de la renda que n’obtingui;

* larenda d'un camperol en el periode t és igual a la producci6 y(t) per pages en el periode t;

* Jarenda de cada camperol es destina a consumir i a criar fills.

En el seu primer periode de vida un camperol és economicament inactiu i ha de ser sostingut pel

seu progenitor. Es pot considerar que, en el primer periode, un camperol és un infant que no pren

! El model es pren de l'article de Quamrul Ashraf i Oded Galor “Dynamics and stagnation in the Malthusian epoch”, American
Economic Review 101(5), 2011, 2003-2041. El model es descriu i analitza a les pagines 2005-20009.
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per si mateix cap decisio. Cada camperol esta caracteritzat en el seu segon periode t de vida per la
funcié d’utilitat
u(t) = c(t)f -n)#

on c(t) és la quantitat de bé que consumeix el camperol en el periode t, n(t) és el nombre de fills
que el camperol ha triat tenir i f és un nimero entre 0 i 1 que representa la preferencia relativa del
camperol entre consumir i tenir fills. El cost associat amb la tinenga i crianga de fills és un cost fix
de y > 0 unitats de bé per fill.

2. Analisi del model: relacid entre producte per capita i poblacio

Cada camperol del periode t tria c(t) i n(t) amb l'objectiu de maximitzar u(t) en presencia de la

restriccid pressupostaria
c(®) +y-n(t) = y(®).

El lagrangia corresponent al problema de

maximitzarcgyney u(t) = c(@®)F - n()*F
sotmésa c(t) +y -n() =y(t)
és
L) =c®)F -n@® P +2- (y(®) —c®) =y -n(®)).

Les condicions de primer ordre (assumint que les de segon d’ordre se satisfan) son:

dL(t)
dc(t)
0L(t)
an(t)

=B-c®)fFt-n®)F-21=0

=(1=-B)-n®)P-c®)f -21-y=0.

Per la primera equacio,
A=p-c(®)f 1 -n()r~.
Per la segona,

—Fcf )t

Com a resultat,

pre@f s n(F n(© = e n ()
i, en definitiva,
n(t) = 1_ﬁ-c(t)
By '

Introduint I’anterior equaci6 en la restriccio pressupostaria c(t) +y - n(t) = y(t) fa que

c®)=pB-y(@).
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Per tant,

- B
n(t)— ” y(@).

Ates que 1 — [)’ > 0, un increment de la produccié per camperol causa un augment del nombre de
fills: 229 =
dy(e)

£ > 0. El model reprodueix la caracteristica relacid positiva entre produccio per

capita i creixement de la poblacié que postula la visié malthusiana.

3. Analisi del model: dinamica demografica i estat estacionari

Per a tot periode t, L(t) designa el nombre de camperols en t en el seu segon periode de vida (la
forca laboral). D’acord amb aixo,
L(t+1)= n(t) L(t)

que expressa el fet que el nombre de camperols actius en t + 1 correspon al nombre de fills que els
camperols actius en t van decidir tenir. Combinant les equacions L(t + 1) = n(t) - L(t), n(t) =

y(t) iy(t) = (%)a s’obté

L(t+1) = 1= <M>a - L(t)

y L)
Aixo és,
1-5
L(t+1) = ” -(A-D)*-L(t)1«
o, definint a = = (4 - D)%,
L(t+1)= a-L(t)t*. (1)
Atesquea >0i0<1-a <1,
dL(t+1) 4 _a (1-a)
—dL(t) =a-(1—a)- L(t) = TI0o% >0
i
d’L(t+ 1) w1
W =—a-(1—-a) -a-L(t)” <0.

Aquestes derivades indiquen que la funcié (1) que traga la dinamica de la poblacié de camperols
actius és: (i) creixent; (ii) estrictament cbncava (iii) arrenca de l'origen, ja que L(t) = 0 implica

L(t+1)=0);1i(iv) té una derivada 2D decreixent, que s’aproxima a zero a mesura que L(t)

dL( )
creix i que se’n va cap a l'infinit quan L(t) s’apropa a zero.

La Figura 1 representa graficament (1). Un tret destacable és que, obviant 1'origen, la corba que
representa (1) intersecta la diagonal principal (és a dir, els parells (L(t + 1),L(t)) tals que
L(t +1) = L(t)) només en un punt: el punt e. En aquest punt, que es correspon amb el valor L,

s’assoleix un estat estacionari, donat que L(t) = L" implica L(t + 1) = L* = L(t).
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Figura 1. Poblacié: dinamica i estat estacionari Figura 2. Producci6 per capita

L’estat estacionari representat per e a la Figura 1 s’obté d’(1) i la condicid L(t + 1) = L(t). El valor
L* que satisfa les dues equacions és L* = a - L*'™%; en concret, el valor estacionari de la poblacié és

L* = a'*, En suma,

L'=A-D- (#)é (2)

L’estat estacionari del procés dinamic (1) és estable en el sentit que, partint d'un volum de
poblacié positiu pero diferent d’'L*, la dinamica d’(1) fa convergir el volum de poblacié a L*.
Aquesta idea s'il-lustra a la Figura 1 assumint que el valor inicial és L° < L*: la seqiiéncia de valors
que genera (1) partint d’L° convergeix a L*. El mateix resultat s’obtindria partint d’L° > L*.
Definint la densitat de poblacié (o, més acuradament, la densitat de camperols actius) en el

periode t com F(t) = L(t)/D, la densitat estacionaria resulta ser F* = L*/D o

1 1
e A <;ﬁ)
|4
, A-D\?% .
D’altra banda, recordant que y(t) = (E) iqueL(t +1) = n(t) - L(t),

0= () = (o)~ (i) dor

Com que n(t) = % -y(t), la dinamica de la produccié per capita és descrita per 1'equacié en

a a
diferéncies y(t + 1) = (ﬁ) -y(t)17%. Fentb = (ﬁ) > 0, una expressio més compacta seria

y(t+1 = b-y®)' (3)

L’equacid (3) és analoga a I'equacio (1) que descrivia la dinamica de la poblacié de camperols. La
Figura 2 mostra una representacié grafica de (3) i el corresponent valor d’estat estacionari y*

(diferent de zero) de la produccio per capita (y* es correspondria amb el valor L* de la Figura 1).
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