12. Quatre periodes

1. Descripci6 de I’economia

e Hi ha un tinic bé que no es pot produir ni acumular.
¢ Cada periode t neixen n persones. Cada persona viu quatre periodes consecutius.

e La utilitat en el darrer periode coincideix amb el consum del periode. La utilitat en un periode

previésu = c - ¢', on c és el consum en el periode correnti ¢’ el consum en el periode segiient.
e La dotacio de bé de cada individu és (0, 1, 0, 1).

e Calcula l'equilibri en el mercat de préstecs cada periode.

2. Analisi

En el periode inicial t = 1 no hi ha mercat de préstecs i per tant no hi ha cap intercanvi. Considerem

una persona que ha nascuten t > 2.

e Primer periode de vida. Si t és el primer periode de vida es tracta de

maximitzar  u} = ctci,
sotmes a ct+1 =
2 2 _ 1
Cfv1 + 1l = 1+ Relp

on el superindex indica periode de vida i el subindex temporal (per exemple, IZ,; és el volum de

préstecs en t + 1 d’algi que en t + 1 esta vivint el seu segon periode de vida).
El problema és de

maximitzar  uf = =} - (1 + R} — l3,;) respecte d’l}.

Perd per a resoldre aquest problema primer cal determinar [Z,; i aixd es produeix en el segon

periode de vida.
e Segon periode de vida. Si t + 1 és el segon periode de vida es tracta de

maximitzar  uZ,; = ¢ 1Ciya

sotmes a ctq + 12, =1+ R;1}

3 3 _ 2
Civz T lr2 = Reyaliyq.

Simplificat és un problema de

maximitzar  uZ; = (1 + Rylf — lZ1) - (Rey1 i1 — 124,) respecte d'IZ, .
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Perd per a resoldre aquest problema primer cal determinar [,, i aix0 es produeix en el tercer
periode de vida.
e Tercer periode de vida. Si t + 2 és el tercer periode de vida es tracta de

maximitzar  ul,, = ¢2,,cti3

sotmes a Cirz + 132 = Repaliy

4 _ 3
Ctr3 = 1+ Repaliso.

El problema és de
maximitzar  u3,, = (Reyqliq — 1242) - (1 + Reyol3,,)  respecte d'I13,,.
Aquest problema ja es pot resoldre perque en el quart (darrer) periode de vida es tracta de

maximitzar  uf,; = c}i3

sotmes a cts=1+R. 03,

i resulta que ja esta tot decidit préviament; en particular, el consum cZ, 5 en el quart periode esta

completament determinat: la dotacio 1 i el rendiment R, ,[?,, dels préstecs del periode anterior.

La soluci6 en el tercer periode s’obté de la condicio

du?+2 2 3
0= FIEN = Rev1Res2ltes — 1 = 2Rpi0li4
t+2
0
B = Re1Resalis — 1 _ Rey1lfis 1 1)
e 2Rt 2 2Resa
Aquesta solucid s’introdueix en el problema del segon periode, que esdevé
maximitzar uZ,; = (1 + R} —12,)) - | Rpyq1l% 1 — (Rt“l?“ - ) respecte d’[?
t+1 = tht ~ e+ t+1tt+1 2 2Ries p t+1-
0
i 2 1_72 1 2 1 172
maximitzar  u;,, = (1 4+ Ryl; — ltJrl)E(Rtﬂlt+1 + R—) respecte d'lf, ;.
t+2
La solucio en el segon periode s’obté de la condicio
duf,,; 1
= == (Rpp1 (L + R — 212,) — )
0
a2 Lt R, 1 2
T2 2ReaRes
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Aquesta solucié s’introdueix en el problema del primer periode, que esdevé

L 1+Relf 1
maximitzar u; = —If - ( 1+ R.lf — =t — respecte d'l}
t t tt 2 2Rt4+1Rt42 t

maximitzar u} = —l} % (1 + R} + ) respecte d’l}.

Ret1Re42

La solucio en el primer periode s’obté de la condicid

du} 1
0=—"= ——(1 + 2R, —

— 9= FrR)

1 1
2R¢  2R(Rey1Rpsn’

1= —

(3)

¢ Equilibri en el mercat de préstecs. En t = 1 no hi ha mercat de préstecs. En t = 2 hi ha mercat de
préstecs on només hi participen els que tenen un periode de vida i els que en tenen dos (es deixa
com a exercici resoldre aquest cas). Per a t > 3 hi ha mercat de préstecs on hi participa tothom tret
dels qui es troben en el quart periode de vida. Aixi doncs, en t > 3, hi ha tres tipus de participants

en el mercat de préstecs.
Primerament, els que estan en el primer periode de vida. La participacié d’aquestes persones esta

dictada per la funcio (3):

gL 1
‘ 2R:  2R:Riy1R¢12

En segon lloc, hi ha els que en t viuen el seu segon periode de vida. La participacié d’aquestes

persones esta dictada per la funcié (2), formulada per a algt que en t esta vivint el segon periode
de vida:

_1+Reqli, 1
- 2 2R(Riy1

I

Per at > 4 és valida I'equacio (3) desfasada un periode:

1 1
1=~ - .
2Re1 2Rt 1R¢Rpyq

Combinant les dues darreres equacions,

1 1
1+Req|— —
12 = ‘ 1( 2Ry 2Rt—1Rth+1) _ 1

2 2R¢Rp1q
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1 1 1 1 1 3

2:———— —_— = —_-—-—-———
© 2 4 4RRe1 2RReyr 4 4ReRpyy

Finalment hi ha els que en t viuen el seu tercer periode de vida. La participacio d’aquestes persones

esta dictada per la funcio (1), formulada per a algt que en t esta vivint el tercer periode de vida:

_ Ry_4lf 4 1

3 .
2 2R,

Per at > 5 és valida I'equacio (2) desfasada dos periodes:

2 1+Rpli, 1 |
-1 2 2R,_1R,

Per at > 5 és valida I'equaci6 (3) desfasada dos periodes:

1 1
iy =~ - .
2Ri_2 2R 3R 1R,

Combinant les tres darreres equacions,

. <1 +Relb, 1 )
l3 _ t-1 2 2Rt—1Rt . 1 _
L 2 2R,
1 1
. L4+ Res (- 2R, 2Rt_2Rt_1Rt) 1
— 1 —
B 2 2R,
11
. 1+(-7- 2Rt_1Rt) 1
1
B 2 2R,
11 1 1 3
_ Ri (z- IR, R, 2Rt_1Rt) { Rea(z- 4R_t_1Rt) 1

2 2R, 2 2R,

8 B8R, 2R, 8 B8R,

En resum, en t > 5, la condici6 d’equilibri en el mercat de préstecs és
n-ll+n-Z4+n-13=0

F+02+13=0
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1 1 1 3 Ry 7
- G () o
2Rt 2RiRepRevn/  \4 4R(Riys 8 B8R
Es tracta d'una equacio en diferencies de 4t ordre, on la taxa d’interes en t depen de la taxa d’intereés

del periode anterior i de la taxa de dos periodes segiients (la presumpci6 en tots els calculs anteriors

és que hom té previsio perfecta: les taxes del futur son correctament anticipades).

Solucionar explicitament aquest tipus d’equacio no és un assumpte trivial (i tampoc no hi ha un
teoria general sobre les seves solucions). Per fortuna, I'interes en el model rau en la identificacié dels
estats estacionaris, que passa per igualar les taxes de tots els periodes. SiguiR = R,y = Ry = Ry41 =

R;;,. En aquest cas, I'equacid anterior es transforma en

( 1 1>+(1 3)+(R 7)_0
2R 2R3 4  4R? 8 B8R/

(—4R? — 4) + (2R — 6R) + (R* — 7R?) = 0

o, multiplicant per 8R?3,

(6}
R*+4+ 2R3 —11R>—-6R—4=0
o
R*(R?+2R—11) =6R + 4
o

R2+2R—11=é+i.
R R?

Amb aquesta formulacid es pot identificar I'existencia d'una solucié tinica de manera grafica. La
part esquerra R? 4+ 2R — 11 defineix una parabola; la part dreta, Sy iz , una hiperbola. La grafica a
R 'R

continuacio (feta a https://www.transum.org/Maths/Activity/Graph/Desmos.asp) mostra que hi ha

una Unica interseccio (el punt a) per a valors positius de la taxa d’interes. El valor sobre 1'eix

d’abscisses del punt d’interseccio6 identifica la taxa d’interes d’estat estacionari.

R?> + 2R — 11

-10
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La grafica suggereix que la taxa d’interes d’estat estacionari seria una mica superior a 2,8.

N
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