Un modelo de agentes representativos: el modelo neoclasico de crecimiento

1. Descripcion del modelo

El tiempo es discreto. Hay un tinico bien cada periodo, que puede acumularse en forma de capital.
Definiendo las variables en términos per capita, en cada periodo t, la produccion en t es igual al

consumo en t mas la inversion en t:

Ve = Ct + it (1)

La produccion solo se puede consumir o ahorrar:

Yt = Ct + St (2)
Se sigue de las condiciones (1) y (2) que i; = s;.

En cada periodo una fraccion 0 < § < 1 del capital se deprecia. Segin (3), el capital en t + 1 es la

inversion en t mas el capital remanente del periodo anterior ¢.
kevq =i+ (1 — 8k, 3)

La funcién de produccion f en (4) asume que la produccidon per capita depende del capital per
capita.

Ye = f(ke) C)
La funcién de produccion f satisface las propiedades habituales.

e La produccion per capita toma valores positivos: f = 0.

e La produccién per capita crece con el capital per capita: f’ > 0.

e La produccién per capita crece cada vez menos con el capital per cépita: ' < 0.

e Para valores muy pequenios del capital per cdpita la produccion per capita es muy grande:

,}lgr})f (kt) = oo.

e Para valores muy grandes del capital per capita la produccidn per capita es muy pequena:
klim f'(k) = 0.
t— 0

Combinando (1), (3) y (4),
flke) = ¢t + keyr — (1= 8k,

o, definiendo Ak, 1 = kiy1 — ke,
f(ke) = cc + Dkeyq + Sky. (5)
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La ecuacion (5) establece la restriccion dinamica aa t t+1 t+2

’ . .7 (|
que se enfrenta la economia. La restriccion se puede )
interpretar de dos maneras, segtin se representa en el @
esquema de la derecha. Segun la interpretacion 1, g

dado k;, se determinan c¢; y k¢yq; dado kiyq, se \ §
B——é kt+2

determinan ¢;y1 y k¢4p... Segun la interpretacion 2,

dado k;, se determinan c¢;, C¢41, Ci43..- \ chz

Hay un agente representativo. Asumiendo que la

poblacion es constante, las variables se pueden considerar variables per capita. El agente
representativo decide las variables per capita que le afectan: consumo y capital per capita.
También se presume que el agente recibe como renta la produccion per cépita que se obtiene con

(4) y el capital per capita.

8.2. Analisis

Si el objetivo del agente fuera maximizar el consumo cada periodo (sin descuento), la solucion
podria obtenerse analizando primero el estado estacionario (el largo plazo de la economia). Sean ¢

and k los valores estacionarios. Se sigue de (5) que f (k) = ¢ + 6k; esto es,
c = f(k)— Sk.

Esta condicion se corresponde con la idea que el consumo de estado estacionario es la produccion
que permanece una vez se ha retirado la produccion necesaria para reemplazar al capital
depreciado y de modo que el capital se mantenga constante.

La condicién de primer orden para maximizar c es % = 0; por tanto, f'(k) = 6. Dado que f" <0,

.y 92 .
la condicion de segundo orden (a_kz < 0) se satisface.

La ecuacion f'(k) =8 dice que el producto marginal del capital coincide con la tasa de
depreciacion. Esta solucion se conoce como “regla de oro” (golden rule). Si f'(k) < &, entonces se

puede incrementar ¢ aumentando k. Si f'(k) > 6, ¢ puede incrementarse reduciendo k.

Perturbaciones y la regla de oro

Sea (cg, k) la solucion de la regla de oro. Si el capital se redujera exogenamente a k < k; y el
agente tratara de mantener el consumo c;, se tendria ¢; = f(kg) — kg y ¢ = f(k) — 6k — Ak. Si
c¢ = ¢, entonces f(kg) — 6k; = f(k) — 8k — Ak. Despejando Ak,

Ak = (f(k) = k) = (f(k¢) — 6k¢).
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Dado que (cg, k¢) es la solucion de la regla de oro, f(kg) — 6kg > f(k) — 8k. En resumen, Ak < 0.

Este analisis significa que, con menor capital que el capital k; de la regla de oro, la producciéon
futura seria inferior a la de la regla de oro. El intento de mantener c; contribuye a reducir mas el
stock de capital, lo que hace que alcanzar el nivel de consumo c; sea eventualmente insostenible.
La leccion es que un consumo ‘excesivo’ tarde o temprano agota el stock de capital, provocando

que la economia sea incapaz de sostener ese consumo.

La mejor respuesta a una perturbacion negativa sobre k consiste en renunciar temporalmente a

parte del consumo para rehacer el nivel perdido de stock de capital. Una vez recuperado el nivel

k¢, el consumo ¢ podra ser incrementado para volver a alcanzar el nivel c¢; de la regla de oro.

Si el consumo en diferentes periodos se valora de manera diferente, el agente puede elegir
maximizar el valor presente de la secuencia infinita de consumo (cy, ¢y, ¢3, ...) 0, dada una funcion
u de utilidad comun para todo periodo t, maximizar el valor presente de la secuencia

(u(co), u(cy), u(cy), ... ). Este segundo problema consistiria en

maximizar Y52, Btu(c,) respectode c;y kiiq
sujetoa c; + kiyq = f(ky) + (1 — )k,

donde el parametro S € (0,1) representa el factor de descuento del agente. Se asumen las

propiedades habituales de u.

e La utilidad toma valores positivos: u > 0.
e La utilidad crece con el consumo: u’ > 0.

e La utilidad crece cada vez menos con el consumo: u'’ < 0.

Empleando el método de los multiplicadores de Lagrange, el lagrangiano es

Ly =Y 2olBuley) + A:(f(ke) + (1 — 8k — ¢p — keyr)]

que se maximiza respecto de c;, k¢+1 ¥ A¢. L no se maximiza respecto de k, porque k, se decidio

ent — 1y, por tanto, es un valor dado en ¢.

La solucion del problema se obtiene a partir de dos tipos de condiciones:
e la condicion de transversalidad

e las condiciones de primer orden (las propiedades de las funciones garantizan el

cumplimiento de las condiciones de segundo orden).
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La condicion de transversalidad establece que

limo B (ct) kiy1 = 0.

Para interpretar la condicion de transversalidad, supongase que t es el ultimo periodo. Si k41 > 0
(se acumula capital en el ultimo periodo), entonces en la solucion deberia tenerse u'(c;) = 0:
consumir el capital acumuladoo no deberia afectar a la utilidad. Por otro lado, si u'(c;) > 0,
entonces no se podria acumular capital para un hipdtetico siguiente periodo, dado que la utilidad
aumentaria consumiendo ese capital ahora; por ello, se requiere k;,; = 0 cuando u'(c;) > 0. La
condicion de transversalidad resulta de adaptar este argumento interpretando que el limite de los
periodos es el ultimo periodo.

La condiciones de primer orden son, para cada periodo t,

0= 0L, b N
= dc, = Bu'(c) t
oL
0= ak_t = /1t+1(f,(kt+1) +1-46) - At
t+1
oL
0=_t=f(kt)+(1—5)kt_ct_kt+1-
d0A;

De la primera
Ae = B! (cr)

Aty1 = .BHl U (Cey1)-

Sustituyendo A; y 4,_; en la segunda condicion,

B U (cer) [f (kep) + 1= 8] = BEu'(cy)

De aqui se obtiene (6), que se conoce como “ecuacion de Euler’ (una de las muchas ‘ecuaciones de

Euler™).

Bu'(ces)f (kerr) +1 =61 =u'(ce) (6)

Interpretacion de la ecuacion de Euler

(Cuanto consumo adicional c;4; puede obtenerse reduciendo ¢, cuando la utilidad (y todo mas

alla del periodo t + 1) se mantiene constante? Al no verse afectados los periodos posteriores a t +

! No parece haber aplicacion econdmica a la “mas bella de las ecuaciones’, la que representa la unidad de las
matematicas (calculo, andlisis complejo, algebra, geometria, aritmética, 16gica) mediante una relacion
sencilla: la identidad de Euler e'™ + 1 = 0.
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1, se puede restringir el analisis a u(c;) + f u(ce+1), que debe permanecer constante. Tomando la
diferencial total,

0 = du(cy) + d[B u(ces)] = dulcy) + B ducerq) = u'(ce) deg + B u'(Ccea) dCiyq

dCri1 u'(cy)
TTde, T B (cern) )

La ecuacioén (7) es la relacion marginal de sustitucidon: a cuanto consumo de un periodo hay que
renunciar para incrementar el consumo del otro periodo pero manteniendo la utilidad constante.

Como las restricciones de factibilidad en t y t + 1 deben respetarse,
dCt + dkt+1 = df(kt) + (1 - 5) dkt

deeyy + dkeyg = df (keyy) + (1= 8) dkyyy
Es decir,
dey + dkeyy = f'(kp)dk, + (1 = 6) dk, (8)

dcppr +dkeiy = f'(Kpyr) dkpyq + (1 —6) dheyyq )

Al estar k, dado en t, dk, = 0 y (8) deviene dk;,,; = —dc,: el capital adicional t + 1 proviene del

recorte de consumo en t. Por hipotesis, dk;,, = 0. Dado que dk;,; = —dc;, (9) equivale a

degyr = —f'(keyq) deg — (1= 6) dey

dceiq

dc;

= f’(kt+1) + (1-0). (10)

De (10) y (7) se sigue la ecuacion de Euler. Una interpretacion es la siguiente. La produccion dc,
no consumida en t causa una pérdida de utilidad en t igual a |u'(c;) dc;|. Esta produccion se
invierte en t + 1, en forma de dk;,,, para aumentar la produccién en t + 1. La produccion extra
|f'(k¢yr1) degl v la parte no depreciada (1 —6) dkyyq = (1 —98)dce| del capital adicional se
consume en t + 1. Como resultado,

dceyr = [f'(ker) + (1 = 6)] ldce]
La utilidad descontada de dc;,; es
B (cesr) deeyr = BU'(cepr) [f (kerr) + (1 = 8)] |dce]

Pero para mantener la utilidad constante, la utilidad B u'(c;41) dcpyq ganada en t + 1 debe ser

igual a la utilidad u'(c;) |dc;| perdida en t. Por consiguiente,

u'(c) ldee|l = Bu'(ceen) [f ' (kesr) + (1 = 8)] |dc]

que es la ecuacion de Euler una vez se cancela el término comun |dc;|.
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La solucidén de estado estacionario se puede encontrar del siguiente modo. Para los valores de

estado estacionario c y k, la ecuacion de Euler se convierte en

Bu'O[f' (k) +1—-6]=u'(c)

por lo que

) = &
f(k)—6+ﬁ 1.

La solucion de la regla de oro es f'(k;) = . Por la desigualdad %— 1> 0, se obtiene f'(k) >

f'(kg). Ademas, la hipoétesis f"' < 0 implica k < k;. Hay menos capital que en el caso de la regla
de oro porque la utilidad futura se descuenta a la tasa % — 1. Por otra parte, k < k; comporta ¢ <

cg: descontar utilidad reduce el consumo.

El andlisis dindmico del modelo se basa en dos ecuaciones, la ecuacion de Euler (6) y la restriccion
de factibilidad (5).

u'(ces1) [, k 1-581=1
B W) [f'(ker) +1—6] =
Akeyq = f(ke) — ¢ — 6k (11)

Se puede obtener una aproximacion lineal de la ecuacion de Euler mediante la serie de Taylor de

u'(cp41) alrededor de c;:

U (Cey1) = U (cp) + Acerqu”’ (cr)

Introduciendo las aproximaciones en la ecuacion de Euler se justifica (12), donde ::—, <0.

_ u"(c) 1 _
Aceis = u'(cy) <ﬁ[f,(kt+1) +1-46] 1) (12)

Las ecuaciones (11) y (12) establecen los cambios en el stock de capital y en el consumo.

Sean ¢ y k los valores estacionarios: las soluciones de (11) y (12) cuando Ak;,; = Acyyq = 0. Si
kiy1 < k, entonces f'(k;,1) > f'(k). Por tanto,

BIf (keva) + 1= 61> BIf'(k) +1—6].

Como se ha mostrado previamente, f'(k) = § + % — 1. Asi pues, B[f'(k) +1—=6] =1, BIf (kes1) +

1 ull

1-6]>1,y,en(9), B )T 13] < 1. Como — < 0, la conclusidn final es que

kiy1 <k =Ac41>0.
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Empleando un razonamiento similar,

kl’+1 = k = Act+1 = 0.

La Fig. 1 representa la dinamica del consumo: cuando el stock de capital es inferior al valor
estacionario k, el consumo crece; cuando el stock es superior a k, el consumo mengua.

- ACr4q =10
s ot ce > f(ke) — Ok,

Aty > 0 {—

Akeyq <0
b

¢ < f(ke) — 6k;

ACp41 <0 :> Aeyq =0

Akgpq >0 Oe

kiiq kiva

-

k

Fig. 1. Dindmica del consumo per capita Fig. 2. Dinamica del capital per capita

La Fig. 2 muestra la dindmica del capital que se sigue de (11). Claramente,
Akt+1 > O (= f(kt) - 5kt > _Ct .

Por encima de la curva Ak;;; = 0 el consumo es mayor que el consumo estacionario, con lo que el
capital debe desacumularse. En el punto a de la Fig. 2 el consumo excede el valor (dado por b)
compatible con el estado estacionario (cuando Ak;y; =0). El capital debe reducirse para
compensar el exceso de consumo. Por debajo de la curva Ak, ; = 0 el nivel de consumo posibilita

la acumulacion de capital.

La Fig. 3 combina las Figs. 1 y 2. La solucion de estado estacionario se corresponde con la

interseccion g de las curvas Akyy1 = 0y Aceyq = 0. Las flechas indican la dindmica de k;11 y Cp41-

K.

Crpp N ACty1=0 La curva PP (la trayectoria estable) identifica los

unicos estados que son alcanzables (PP puede
Ce

modificarse cuando se altera alguno de los

c parametros del modelo).

ﬂkH'-l =1
Si la economia se encuentra fuera de la
trayectoria PP, las dindmicas de consumo vy

capital (flechas azules gruesas) determinan que el

estado estacionario no se alcanzara.
P E:) Kea

K ke Fig. 3. El diagrama de fase del modelo
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