Modelos de crecimiento endogeno
1. Un modelo de crecimiento basico

El modelo se basa en la secuencia conceptual
rentabilidad (tasa de retorno del capital) - acumulacion de capital — crecimiento econémico
y en las ecuaciones
e condicion de equilibrio (ahorro igual a inversion) S=1
e funcion de ahorro (con tasa de ahorro s constante) S=sY

e acumulacion de capital (inversion menos depreciacion) AK =1 — 6K

donde 0 < s <1ydonde0 < § < 1eslatasa de depreciacion del stock de capital material.

Tras insertar la condicion de equilibrio y la funcion de ahorro en la acumulacién de capital,

AK = sY — OK.
Dividiendo ambos lados por K,
AK _ Y 5 1

Definiendo la relacion capital/producto como

K
Ty
y la tasa de crecimiento del stock de capital como
_AK
9 =4
entonces (1) equivale a
s
e =~ 5.

Para que el capital K crezca debe ocurrir que gx > 0; es decir, s > 6v.

Partiendo de la relacion capital-trabajo k = %, la tasa g, de crecimiento de k es (donde el apdstrofe

“'"” designa una variable del siguiente periodo)

Ak kK'—k K K K +1
k k k K v gL+1 gr+1
L L

Por consiguiente, si la poblacion crece a una tasa constante n > 0,

S_§
:gK—gLZE_ —n
G gL+1 n+1
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La relacion capital-trabajo k crece si g, > 0; es decir, si
s
——6-n>0
v
s
->48+n.
v
Por ultimo, si el progreso tecnologico A aumenta la productividad del factor trabajo (definido

como trabajo efectivo AL) y se define la relacion capital/trabajo (efectivo) como k = ﬁ , entonces la

tasa de crecimiento g de k es

K' K'
gk:A_k:k_'_lz T . K _q___ 9+l . gk—0—-9sg+D
k k K LA (9. +D(ga+1) (g +1D(gat+1)

AL LA

Si la poblacion crece a tasa constante n > 0 y la tecnologia progresa a tasa constante a > 0,

gK_gL_gA(gL-l'l):%_ §—n—a(l+n)
(gr+D(ga+ 1D 1+a)(1+n)

Ik =

Como resultado,

S
gr>0 < ;> §+n+a(l+n).

Modelos de crecimiento reconocidos pueden obtenerse del modelo anterior estableciendo

hipotesis sobre la tasa de ahorro s o la relacion capital/producto v.

En concreto, el modelo de crecimiento neoclasico considera que la tasa de ahorro s es enddgena
(variable), mientras que en el modelo de Solow y Swan, el modelo de Harrod y Domar, y el

modelo AK la tasa de ahorro s es exdgena (constante).

Por otro lado, en el modelo de crecimiento neoclasico y en el modelo de Solow y Swan la ratio v es
variable, en tanto que en el modelo de Harrod y Domar, y en el modelo AK, la ratio v es constante.
El modelo AK asume que hay una relacion lineal en el producto y el stock de capital:
Y = AK.
En este modelo el crecimiento sostenido a largo plazo es posible. De hecho, siendo k = K/L,
k'=(sA+1-6)k.

Por ello, si sA+1—6 > 1 (es decir, sA > §), entonces k crece indefinidamente, como muestra la
Fig. 1.
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A kE+D =(s-A+1-8) k(®

k(t+1) k(t+1) = k()

k(3)

k(2) k(D)

k(1)

Fig. 1. Crecimiento sostenido en el modelo AK

Una justificacion del modelo AK es que la acumulacion de capital genera, mediante el aprendizaje
practico, un progreso técnico que impide la caida de la productividad del capital. Las

externalidades del conocimiento también pueden explicar el crecimiento sostenido a largo plazo.

El modelo AK no distingue entre progreso tecnologico (crecimiento de A) y acumulacion de capital

(crecimiento de K).
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2. El modelo de Frankel (1962)

La economia se compone de m empresas. Cada empresa i dispone de tecnologia Cobb-Douglas
segun la funcion de produccion
Y, =AHK"*L"

Esta formulacion incluye un término H interpretado como un modificador del desarrollo. El valor

de H representa el nivel de desarrollo de la economia. Este nivel incorpora una externalidad
positiva para la produccion Y; realizada por la empresa i cuando esta utiliza K; unidades de capital
material y L; unidades de factor trabajo. El término A engloba la tecnologia comun disponible para
todas las empresas. Desde la perspectiva de una empresa, H se considera un parametro porque,

por si sola, la empresa no es capaz de alterar el nivel de desarrollo de la economia.
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Supongamos que la empresa i utiliza la proporcion n; de todos los factores de la economia: K; =
;K y L; = m;L, donde K es el stock total de capital material y L es la cantidad total de trabajo. Asi

pues, la produccidn total Y es
Y =¥, Y= Y AHKSLAM Y = AH S K 0L = AH 37, m oK n, oL =
= AH ¥ mK* L% = AH K*L7* Y™ n, = AHK9LY™,
Este andlisis conduce a la siguiente funcion de produccion agregada.
e Funcion de produccion agregada Y = AHK*LY™* con0<a<1,A>0yH >0
El modificador de desarrollo H depende del nivel de capital per capita, que puede considerarse un

indicador de desarrollo: cuanto mayor sea la cantidad de capital por trabajador en una economia,

mas desarrollada estara esa economia.
. K\’
e Nivel de desarrollo H = (—)

Tras insertar esta definicion del modificador en la funcién de produccion,
K\’
Y = AHK®L'® = A (I) KELI- = AK®HL1-07

Cuando a + y= 1, la funcion de produccién resultante es la del modelo AK: Y = AK. En este caso,
cada empresa estaria dotada de una funcion de produccion Cobb-Douglas, como en el modelo de
Solow y Swan, pero la economia en su conjunto estd dotada de una funcién de coeficiente fijo,

como en el modelo de Harrod y Domar.

El resto del modelo de Frankel sigue al modelo basico. Para simplificar, sea § = 0.

e Equilibrio macroeconémico S=1
e Funcion de ahorro agregado S=sY con0<s<1
e Acumulacién de capital K'=1+K o AK=1

Combinando las ecuaciones anteriores,

sY K -—-K sY K' K
I=AK:>S=AK:>SY=AK:>7= K :(1+n)L:?_m'
En suma,
S , 1
1+ny=k_1+n
Por tanto,
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S 1 n

=k'—k+k———k = Ak k.
1+ny + 1+n +

1+n

Como resultado,

Por otra parte,

Y AK@etrpl-a-y Katrl-a=y K aty
_Y_ _ a(

Y1 L ATary iy L) Ak

en vista de lo cual

s y n sA a1 _ n

“1+nk 1+n 1+n 14+n’

Ik

Cuando 6 = 0, la primera parte de la expresion anterior se cumple en el modelo de Solow y Swan:

sy n s f(k) n
" 1+nk 14n 1+n k 14+n’

Ik

En este ultimo caso,

ogr s d(f(k)/k)
ok 1+n ok VY

o(f (k) /k)
ok

que k crece, la tasa a la que k varia es cada vez menor y converge a cero (el estado estacionario).

porque < 0 (f(k)/k es una funcién decreciente de k). Esto significa que ?—kk < 0: a medida

A diferencia de este resultado, en el modelo de Frankel,

sA
_gr _  aty-2
K (a+y—-1) 1T nk )

Si a + y< 1, la dindmica de k es igual que en el modelo de Solow y Swan, ya que en este caso

0 . . .
% < 0.Si @ + y= 1, entonces k se acumula a una tasa constante (no necesariamente cero). Y si a +

7> 1, cuanto mayor sea el capital per capita acumulado, mayor sera la tasa a la que se acumula.

Dado que y = Ak**7, y que 4, a, y yson constantes,
gy = (a+ Mgy -

En resumen, g, > 0 implica g, > 0. Por consiguiente, es posible un crecimiento sostenido de la
produccion per capita (como en el modelo Harrod y Domar pero a diferencia del modelo Solow y

Swan).
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3. El modelo de Romer (1990)

Existen cuatro factores de produccion.

Factor de produccion trabajo L designa la cantidad de factor trabajo

e Bienes de capital K; es la cantidad de bienes de capital i
e Tecnologia Representada por la cantidad A de bienes de capital disponibles
e Capital humano H designa la cantidad de capital humano

El capital consiste en bienes materiales. La tecnologia se interpreta como un componente no rival
en la produccion: cuando alguien utiliza la tecnologia, todos los demds también pueden utilizarla.

Puede considerarse que la tecnologia es conocimiento disponible libremente.

El capital humano se considera un componente rival en la produccion. Una parte Hy del capital
humano H se utiliza para producir bien, mientras que el resto Hy = H — Hy se emplea para mejorar
la tecnologia en el sector de la investigacion de la economia.

Se asume que cada bien de capital tiene el mismo coste de produccién y la misma productividad.
Por esta razon, se asume que se produce la misma cantidad Q de cada bien de capital. Por tanto, la
cantidad total K de bienes de capital en la economia es

K = AQ.

El modelo consta de las ecuaciones que se enumeran a continuacion (se supone que la tasa de
depreciacion de todo bien de capital es § = 0).

Funcién de produccion agregada Y = Hy*LF(AQ1"*F) con0<a<1ly0<f <1

e Equilibrio macroeconémico S=1
e Funcion de ahorro agregado S =sY contasadeahorro0 <s <1
e Acumulacion de capital I = AK

Dinamica del cambio tecnologico AA=¢H4A cond >0
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La ultima ecuacion describe el proceso de creacion de conocimiento genérico (factor no rival).

Afirma que el cambio tecnologico depende:

* dela productividad ¢ de los investigadores,
* del capital humano H, empleado en actividades de investigacion y

* de la tecnologia existente A.

Asumiendo que

* el capital humano H,
* el capital humano empleado en la producciéon Hy,
* eltrabajoLy
* la cantidad Q producida de cada bien de capital
permanecen constantes, se deduce de Y =AHy*LP Q"% F que la tasa de variacién de la

produccion es igual a la tasa de variacion de la tecnologia. Es decir,

9y = 9a-

La ecuacién del cambio tecnoldgico AA = ¢ Hy A implica g, = ATA = ¢ Hy . La conclusion final es

que
gy =0 Hy.

Interpretacion: la tasa de crecimiento de la produccién es proporcional tanto al capital humano H,

dedicado a la investigacion (para aumentar el acervo de conocimientos) como a la productividad ¢

de los investigadores (conocimiento generado por investigador).

Si se supone que la poblacion se mantiene constante, entonces g, = gy: produccion y producto per
capita crecen a la misma tasa. Como resultado, g, = ¢ H, y asi la prosperidad puede sostenerse

simplemente invirtiendo en la acumulacion de conocimiento.

Romer, Paul (1990): “Endogenous Technological Change”, Journal of Political Economy 98, 71-
102.
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