Produccion con rendimientos crecientes de escala
1. Descripcion de la economia

e Hay un anico bien que puede producirse y acumularse.
e Cada periodo nacen n personas, que viven dos periodos consecutivos.

e Todo joven tiene la funcién de utilidad u = ¢ (c")B, donde 8 > 0 es una constante, ¢ el consumo

del bien de joven y ¢’ el consumo de mayor. Todo mayor tiene la funcién de utilidad u’ = ¢'.

e Hay dos factores de produccion: ‘trabajo” (los servicios de produccion que proporcionan las

personas) y ‘capital” (bien acumulado que representa medios de produccion fisicos).

e E] trabajo no es acumulable: s6lo se puede utilizar en el periodo en que se dispone.

e No existe mercado de préstamos del bien.

e Todo joven tiene una unidad de trabajo como dotacion. Los mayores no tienen dotacion de trabajo.

e Hay una funcion de produccion agregada que indica la cantidad total Y del bien que se produce
durante un periodo t a partir de la cantidad total de trabajo L disponible en t y la cantidad total de
capital K disponible en t. Esto significa que nunca hay desempleo. La funcion de produccion en

cada periodo es

Y=AK*LY

donde @ > 0y y > 0 son constantes que satisfacen @ +y > 1y A > 0 es una constante (que se suele
interpretar como ‘productividad total de los factores” o como ‘nivel tecnoldgico’). La desigualdad
a +y > 1 significa que la funcién de produccion presenta rendimientos crecientes de escala: si los
dos factores de produccion aumentan en una proporcion determinada, entonces la produccion

aumenta en una proporcion superior.

e La remuneracion de cada factor de produccién es su productividad marginal ajustada por un

parametro (con rendimientos crecientes no hay produccion suficiente para remunerar segun la

productividad marginal). Especificamente, para una constante positiva dada @, el salario es
w=-PMg,

y, para una constante positiva dada &, el precio del capital es
o =6 PMgy.

e El cociente de los parametros de distribucién @ y & es una constante; esto es, un parametro es un

multiplo de la otra: para una cierta constante § > 0,6 = § @.

e Toda la produccion se reparte entre ambos factores de produccion: las reglas de distribucion de la

produccion hacen que no haya ni déficit ni superavit de produccion. Formalmente,

Y = wl + oK.
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2. Analisis

e Decisiones de acumulacion de capital de los jovenes. Todo joven pretende

maximizar u = c(c’)? conrespectoac,c'yk’'
sujetoa c+k'=1-w

CI — O_Ikl

donde c es el consumo de joven, ¢’ el consumo de mayor, k' el bien acumulado de joven en forma
de capital para emplearse de mayor, w el salario (el precio del factor trabajo) de joven y o’ es el
precio del factor capital de mayor. Introduciendo las restricciones presupuestarias en la funciéon

utilidad, todo joven quiere

maximizar u = (w — k')(a'k")? respecto de k'

Segun la condicion de primer orden,

0= T = ~(@KYP + (@~ K)o f ()P

(0]

k)P

()" = (- p &
(6]

K = (- K)p
(6]
,__wB
K=1,% (1)

e Precio del factor trabajo. La productividad marginal del trabajo se define como la derivada de la

funcién de produccion agregada respecto al trabajo:

dY d(AK*LY d(LY
_d@AKTY) o, di)

PMgL = r =~ 4L dL

= yAK* Y1,
La remuneracion w del trabajo es
w=&- -PMg, = @yAK* LY L

e Cantidad total de factores cada periodo. Cada periodo hay n personas jovenes y n personas

mayores. Esto hace que la cantidad total de factor trabajo cada periodo sea
n-1+n-0=n.

De aqui se deduce que L' = L: cada periodo existe la misma cantidad de factor trabajo.
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Dado que los mayores son los tinicos que aportan capital cada periodo, la cantidad total K de factor

capital existente en un periodo diferente al inicial es nk.

e Calculos del precio del factor trabajo. Segtn la formula w = @ y A K* LY~ del salario,
w=ayAK*L" 1=y Amk)* ()" ' =ay An%tr-1 ke

dondea+y—1>0.

e Determinacion del capital que acumula cada joven. Aplicando la férmula anterior y (1),

_payanr, .

, B
K=1yg¢ 1+p

e ;Es todo consistente? En ninguno de los calculos anteriores ha intervenido el precio del capital o
(eso se debe a que los mayores no tienen ninguna fuente exdgena de bien, por lo que los jovenes
acumularan capital con independencia del precio futuro del capital). Ademas, todo el analisis ha
sido microeconoémico (desde el punto de vista de los jovenes). La pregunta es si hay algo que

garantice que todo ello es macroeconémicamente factible.

La respuesta pasa por asegurarse del cumplimiento de la condicion Y = wL + oK. En concreto, es
necesario que
AK*LY =@ PMg, L+ 6 & PMgx K

o]
AK*LY =@(y AK* LY D)L+ §@(a AK* 1 LK
o]
KLY =®(y K*LY) + S@w(aK* LY)
o]
1=y +dda

o]

_ 1

©= Yy + 0a
En resumen,

lgyAnaﬂ/—l

a

SR Ty L

Cuanto mayor es § (cuanto mas se incline la distribucion a favor del capital) menor es la
acumulacion de capital. La razén es simple: cuanto mayor §, menor es el pardmetro @ de ajuste al
alza de la productividad del trabajo (como se ha calculado, @ = (y + §a)™'); cuanto menor @, mas

bajo el salario w; y cuanto menor el salario, menos acumulacion (ya que k' = wf /(1 + B)).

e Ejercicio. ;Y si cada mayor tuviera x > 0 unidades de factor trabajo?
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